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S)ag erfte 93u(ä^ biefer ©lemente entl^ält einen lurjen Slbri^ be« 
3le(ä^enunterrid^tö jur SSorbereitung auf bie allgemeine Strit^metif. Sie 
Siegel be tri, rod^t l^eute nid&t mel^r auf bie Seigre t)on btn 5ßropor* 
tionen, fonbem auf bie S3ere$nung von ©inl^eiten unb äftel^rl^eiten ge* 
grünbet roirb, fonnte be^l^alb pnt SSottl^eil ber Semenben xoät in bm 
aSorbetgrunb gerüdt werben. ©inigeSlenberungen im Vortrag ber Seigre 
von bm Q^mdnm Srü($ett unb ben Secimalbrüd&en empfehlen fid& burd^ 
bie (Srleid^terung, weld^e fie bem Unterrid^t geraäl^ren. 3)er Stbfd^nitt 
über bk ©enauigfeit von gal^langaben unb Sled^nungSrefultaten bilbet 
eine ^rgänjung, beren bie Stei^enbüd^er nid^t mel^r entbel^ren bilrfen. 
S)ie aufgenommenen Seifpiele mit DoUftänbiger SluSfül^rung foUen atö 
^arabigmen bienen; bie überatt gejeigten ^proben berSled^nung mad^en 
einm großem SSorrat^ von 9le$nung«aufgaben itberflilffig. 

S)a^ smeite S3ud& befielet au& 4 2lbfd&nitten, von bmm ber erfte 
bie 4 ©pecieS ber S3u(3^ftabenre(|nung jum ©egenftanbe l^at; ber jmeite 
entl^ält bie Ouabratmurjeln mit ben irrationalen unb complej eh S^'^kn, 
bie ^ßotenjen, 3Burjeln unb Sogaritl^men nebft ben geometrifd^en ^ro^ 
greffionen ; ber britte bag gemeine SBinomialtl^eorem , bk ©ombinatorif 
unb beren mid^tigfte Slnroenbungen; ber oierte bie Äettenbrüd^e, bie 
^ponentialreil^e, bie Sinomialreil^e unb Sogaritl^menreil^e. 

S)a« britte S3ud^ beginnt mit einer ©inleitung, meiere bk 5ßropor* 
tionen, ©runbbegriffe oon ben Functionen unb bk analptifd^e aWetl^obe 
umfaj3t. S5er näd^fte Slbfd^nitt bel^anbelt bk Seigre oon ben ©leid^ungen, 
bie 93eftimmung -mel^rererUnbef annten burd^ einSpftem von ©leid^un^ 
gen, unb ingbefonbere bie quabratifd^en ©leid^ungen unb Functionen. 
®arauf folgt bie Sluflöfung ber cubtfc^en unb biquabratifd^en ©leid^un* 
gen, ber numerifd^en transfcenbenten unb pl^ern algebraifc^en ©leid^un* 
gen, ber einfad^eren ©iop^antifd^en Slufgaben. 3)en ©d^lu^ mad^en bie 
elementarften ©ä|e ber algebraifd&en SlnalpfiS b. i. ber Seigre von btn 
algebraifd^en Functionen. 

SDie einjelnen 3Waterien finb iumti^t nad^ miffenfd^aftlid^en Slbfid^^ 
Un gruppirt, babei jebod^ fo unabpngig oon einanber bearbeitet, ba^ 
bie Sel&rer, meldte baS Dorliegenbe a3ud^ beim Unterrid&t gebraud^en 
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IV »orrebc. 

tooffeit, toilnfd^en^toertl^c greil^eit in ber SluÄtoal^l unb Slnorbnurtg bet 
Sel^toffe bel^alteit. 93ei beut erftett Urttertid^t, beffcn aWaterial bie ®tt== 
gättge bet einjelnett ^ßaragropl^ett entl^alten, iji von beit weiteren 3lu3* 
fül^tungen berfelben gar SKond^e« ju fireid^en unb erfi gelegentUd^ 
nad^jul^olen. S)ie Sttgebra fott ni^t etwa erji nad^ DoObtad^tem ©tu* 
bium bet l^iet gegebenen aDgemeinen Slritl^metif begonnen werben, 
e^ finb melmel^r ü^re einjelnen Slbfd^nitte pifd^en bie Slbf dritte ber 
allgemeinen airitl^metif einjufd^alten. SRan wirb namentlid^ nad^ ben 
t)ier ©pecieg ber Sud^jiabenred^nung bk Einleitung in bie SHgebra unb 
bie ©leid^ungen erfien ©rabe« burd^nel^men, bann bie Ouabratwurgeln 
mit ben quabratifd&en ©leid^ungen unb btn ©pfiemen mn ©leid^ungen, 
bann bie 5ßotenjen, SBut^eln, Sogarit^menunb geometrifd^en 5ßrogrefiu)nen 
mit ben transfcenbenten ©leid^ungen, bann bie ßombinatorit u. f. w. 
SDie änorbnung beä Sel^rbud^« fott ben wlffenfd^aftlid^en 3ufammen§ang 
ber im Sel^roortrag gef onberten ©egenflänbe aud^äufeerlid^äurStnfd^auung 
bringen* SDer analptifd^e ®ang beä münblid^en Vortrag« wirb burd^ bie 
f^ntl^etifd^e gaffung be^ Sel^rbud^« am wenigjien eingefd^ränft. 

S)ie t)ierte STuflage unterf(|eibet fid^ von ber britten junäd^ft burd^ 
eine Slnjal^l SSerbefferungen be« 2lu«brudf3 unb 3ufä|^ (II- §• Hf 8. 
§. 12, 6. §. 16, 7. §. 18, 6. §. 22, 3. §. 23, 2. §. 24, 5. §. 25, 4. 
III. §, 1, 6. §§. 4—7). SReu aufgearbeitet würbe in größerem Um^ 
fange bie ©lementarlel^re von ben Determinanten (II. §. 26.), beträd&t^ 
lid^ erleid^tert burd^ bie begriffe ber abjungirten ©ubbeterminanten unb 
ber componirten ©pfteme. 2lud& bie Slbfd^nitte über bie ©fponential* 
reil^e, bie SBinomialreil^e unb bk Sogarit^menreil^e (II. §. 31— 32) 
unb über bie Functionen (III. §. 2) finb grofeentJ^eilä umgearbeitet 
unb einfad^er bargefteDt worben. 93efonbere SRül^e würbe bem legten W)^ 
fd^nitt über bie algebraifd&en Functionen (III. §. 10) jugewanbt, weld^er 
baburd^ wefentlid^ entlaftet werben fonnte, bafe er btn ©aufe'fd^en ^m^ 
bamentalfal über bie ®piftenj ber Sffiurjeln einer algebraifd^en ©leid^ung 
nid^t jum ©ngang fonbern jum ^id erl^alten l^at. S5abei ifl bie ®nt=* 
widfelung einer ganjen Function oon einem il^rer SBertl^e anä, bie 
S5arjieIIung einer gebrod^enen Function burd^ 5ßartialbrüd^e, unb tm tm 
fad^e Ableitung oon ©aud^ti'S ©a| l^injugefügt worben. 
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©emeine Slrlt^metif. 

§. 1. SCbbtttott unb ©ubtraction. •§. 2. aWultitoücation. §. 3. 2)it)t|lon. X^ül, 
SSeri^ältnig, 55rud^. §. 4. 9lcd^nun0 mit tncW««* icnarratcn äal^lcn. aRaßcin^citcn. 
Sftefoltoiten, Sf^cbuctrcn. 3«ttred^nung. §. 5. ^ro^)ortionaUtät bct Otogen, ©crcd^s 
nuna ber SWcl^tl^ctt unb bcr (Sinbcit. §. 6. 9lcgcl bc tri. Obcrfafe, SKittclfa^, 
©^lufefa^. $roccntc. §. 7. 2:i^etn6arfcit bcr ^aikn. $rim^a6Un, jufantmcngcfcjtc 
Sagten. JÄclattöc ^rirojal^lcn, größter gememfci^aftUd^er 2)H)ifor, fktnfler gemein^ 
^ttaftlic^cr S)bibun8. 

§. 8. gjon ben ©rillen. @*te, unechte ©rüd^c Olei^e «rüd^e. §. 9. Stbbition 
unb ©uBtraction ber S3rüd(;c. (Generalnenner. §. 10. SRuIti^ttcatbtt unb 2)töi(lon 
ctneö 55ru^e8 burdj ganje 3«Wcn. §.11. iWultitoftcation unb 2)itoiflott burcj^ einen 
^vnä). §. 12. @tnfaSe unb jnfammengefeftte Siegel be tri mit ©rüd;en. §. 13. X^tu 
lung m^ gegebenen SJerl^ältniffen. ^ro^iortion, m«befonbre ber %l)tilt eine« ©anjen. 
®efcüfd^aft«reAnung. 2Kif^ung8regel. 

§. 14. 2)te 2)ectnialbrü^e. §. 15. Sbbition unb ©ubtraction ber 2)ectmalbrü^e. 
§.16. 3ßuIti|>licatton ber 2)ectmalbrüd^e. §. 17. 3)iDifion ber 2)ecinian6rüd(>e. ^erio*» 
bi)(^e unenbU^e 2!>ectnia(brü(j^e. §. 18. ^ed^nung mit boUpänbigen SDecima^a^Un. 
©cnauigfeit ter ^a^lanQaUn unb aiec^nungörefuftate. 



Sweitc« Sttd^. 

SlUgemeine Slritl^metil. 

§. 1. ©runbbegriffe. ©ki^artig, ungleichartig. ®lei4, ungleidj. ©nl^eit, 3aM. 
^a^toörter, äa^rjetd&cn. 3aWen im Slflgememen, 3a]^Unt)erbinbungen. 2)efimtion, 
X^corem, STyiom. SBeireig, 2>dflvi% §. 2. 3)ie @umme. §. 3. 2)a« ^obuct. §. 4. 
3)te ^45otenj. §. 5. 2)ie inbirecte £)^)eration. §. 6. S)ie gormetn. §. 7. 2)ie 
Sifferen^. ^orttiöe, negative Saluten. (Sntgegengefetjte ©rögen. §. 8. ©umme unb 
2)ifferen^ bon ^ol^nomtcn. §. 9. $robuct öon ^oli^nomien. §. 10. 2)er Ciuotient. 
§.11. Ouoticnt i)on ^robucten. 8leci|)rofe ©rößen. ©renjtoertl^e. §.12. Ciuotient 
tocn *^3oIi?nomien. §. 13. X^eilbarfeit ber ganjen ^af^Un. $rimja(>len, jufammen^ 
gefegte 3<i|Ien. 2:i)€il6artcit Don $robucten. ^Injal^l ber ^(^W^i, totlöft \ixxm ju 
einer gegebenen 3a^l finb. (Songruenj Don S<''^^^^ «adj eraem SRobuI. 8lefle Don 
^robucten unb ^otenjen, quabrattfd^e Ste^e unb ^6ftMt\tt. 
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VI Sn^alt. 

§. 14. Ouabrat einer 5)ccimaljal^(. §. 15. Ouabrattougel einet ©ecimaljal^I. 
§. 16. M}x\'di^t bon bcn Ouabrattouncln. 9lationaIe, irrationale 3«Wcn. 8iealc, 
imaginäre, com^Jle^c 3«Wcn. §. 17. 2e$riä<3e i)on ben ^otenjen. ^ütenjen mit nega* 
titoen (Sj^poncnten. §. 18. Sie SBurjel. ^otenüen mit gebroci^nen @jc]ponenten. 
S)ie 2öur,eln ber ^injieit, insbefonbere bie eigentlici^en. §. 19. 2)er l^ogaritl^niu«. 
l^ogaritl^menfi^fleme. §. 20. 3)ie gemeinen fiogarit^men ber 2)ecimal5a?)Un. 2:aBeÄen 
beijelfceu. §. 21. S3ered^nung bon gormein mittel^ ber Sogarit^jmen. 2)ie ©aug'We 
2;abeüe. §. 22. 3)ie geometrifci^e $rogrefflon. 2)ie jufammengefe^te 3in«red(>nung. 
3)ic $Reutcurc(6nnng. 

§. 23. ^otenjen ber S3inomien mit ^ofttiben ganzen @jcj)onentcn. S3inomial* 
coefficienteii, Binomifd^er l^eWafe- ©wnjen ber Söurjel eine« S3inomium. §. 24. ^tx^ 
mutatioiicn gegebener Elemente. §. 25. S5ariationen unb Kombinationen gegebener 
(Slemcnte. §. 26. Determinante eine« @ljilem« bon Sal^Ien. §. 27. $robncte unb 
^^Sotenjen i>on ^oli^nomien. §. 28. gigurirte ä^l&Ien unb aritli>metifd;e $rogreffioncn. 
§. 29. 2)te SBaW^cinlid^feit. 3ufammengefe^tc ^reigniffe. Hoffnungen. 

§. 30. 2)ie Äettenbrü(<>e. §. 31. S)ie ^jc^jonentialrei^e. §. 32. 5Die «inomial- 
reifje unb bie ?ogantli>menreil^e. 



2)rittcg Ött($. 

Sllgebra. 

§. 1. 3)ie Proportionen. SommenfuraSIe , incommenfuraMe ©rößen. THittl 
girii^cn gegebenen ©rößcn. §. 2. Functionen bon Sßariabicn. Proportionalität. 
Kontinuität einer gunction, S^ifferentialquotient. 5l(gebraifc^e, transfcenbente gunction. 
homogene, f^mmetrif^e, alternircnbe Functionen. §. 3. 2)ie anati?tifc]&e 3Ket?)obe. 
^ered)nnngen, (Sonjlructionen. 

§. 4. 35ie ©leid^ungen. Sbentität. ^x6)t ibentifd^e ©leid^nng, SBurjeln berfelben. 
^bgekitetc ®(eid;ungen bon berfelben (Geltung, ©eorbnete ©leiÄung, ®rab berfelben. 
^(gebraifc^e, transfcenbente ®lei(j^ungen. §. 5. ®^jleme bon ©lenj^ungen mit mcl^rertn 
Unbefaimten , in«befonbere bon linearen @leidi)ungcn. Unbejtimmte ©leid^ung , be^ 
fttmmteö ®^ftem bon ©leic^ungen. Sluflöfung eine« @#em« linearer @leict>ungen 
bon beftinimtcr ober bon unbejtimmter Slnja^l. §. 6. 3)ie quabratifd;cn ©leid&ungen. 
aRaj;imuni ober SD'iinimum einer quabratifd^en gunction. 9lebuction etner quabratif^en 
gorm. ®^ficme bon nid^t linearen ©lei^ungcn. 

§. 7. 2)ie cubifd&en unb biquabratifd^en ©leid^unjen. 9lectl)rofe (Sleicbungen. 
§. 8. 2;raiiöfcenbente ®leid;ungen unb Sluflöfung numenfcfter ©leid^ungen. (g^cponen* 
tialgleic^nngen, togaritl^mifd&e unb goniometrifd^e (Sleid^ungen. Sf^etoton'« S3ercd;nung 
realer SBnrjeln bon algebraifd^en ©leid^ungen. §. 9. S3efonbere Sluflöfung unbefiimmter 
Gleichungen. Sluflöfung ber linearen ©leid^ungen in ganjen S<^W^' 2)ie ^ijtl^a* 
goreif(^e ©fei^ung. Slnbere ©eif^)iele. 

§. 10. 2t^x\^i^t bon ben algebraifdjen gunctionen. 2)ibiforen einer ganjen gunction. 
S)te ©leti^nng nten ®rabe« fat nid^t me^r al« n Sßurjeln. @igenfd&aft ber (Socffi»» 
cienten. ©arftettung einer gebrod^nen gunction burd^ ^artialbrücpe. 2)ibiforen einer 
gan^^en gunction mit ganzen (Soefficienten. 2)ifferentialquotient einer ganzen gunction. 
Wt))x\aqt ©ibiforen einer ganjen gunction. ©renken ber realen Surgeln einer 
©leid^nng. 2>e«carte«* 9legel. ©turm'fd^er ©aib. (£aud(>^'« @a^. ©auß* ©a^. 
9f?i(^treak SOSurjeln einer ©leid^ung. OEonjugirte Öert^e einer alacbraifd(>en gunction, 
9?orm einer irrationalen gunction. ^Äefnltante bon jtoei gangen Ijunctionen. 
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§. 1. Slbbition unb 6u6traction« 

1. 3" ^^"^^ 3^^^ ^i"^ anbete abbiren ^eißt bie ©inl^eiten ber 
adelten 3o^' P ^^^ ^^P^" l^injujäl&Ien. SÄan bejeici^net 7 + 5= 12 
unb tieft „7 plus 5 gteid^ 12". S)ie 3<^^I 12 l^eißt bie ©umme ber 
^at)tm 7 unb 5, meldte bie ©lieber (Soften) ber ©umme genannt 
tuerben. 

S)ie Drbnung ber ©lieber ift fcetiebig, j. ©. 5 + 7 = 7 + 5, 
9 + 4 + 6 = 4 + 6 + 9, u. f. U). 

2* SSon einer ^af)i eine anbere fufctral^tren l^eißt bie ßinl^eiten 

ber j»eiten3<i^l bon ber erften abjäl^ten. Wlan bejeid^net 12—7=5 

unb tieft „12 minus 7 gteid^ 5, oDer 7 bon 12 bleibt 5". 5Die ^ai^i 5 

l^cigt bie ©ifferenj (Unterfd^ieb) ber ^af)kn 12 unb 7, bon benen 

'jene ber SDiinuenbu«, biefe ber ©ubtral^enbu^ genannt »irb. 

5Die ÜDifferenj jtoeier S^atfhn ift bie ^aS)i, meldte mit ber jtoeiten 
eine ©umnie giebt, bie ber erften gteid^Iommt} j. 39. 12 — 7 = 5, 
toeit 5 + 7 ober 7 + 5 = 12. Sltfo: 

Diffcrcnj + ©ubtral^enbu« = SÄinuenbu^. 

5Die ©ifferenj giebt an, um toiebiet ber SDiinuenbu^ mel&riftal« 
ber ©ubtral^enbu^, unb um toiebiet ber ©ubtral^enbuö weniger ift al^ 
ber SKinuenbu«, j. ©. 12 ift mel^r atö 7, unb 7 ift toeniger at« 12, 
unb jmar um 12 — 7 b. i. 5. 

3* aÄan fann nur ©teid^artige^ abbiren unb fubtral^iren, j. SO. 
(Sin er unb giner, 3^^^^^ "^^ B^W'^f "Pfennige unb Pfennige, Sl^ater 
unb schaler, ?ßfunb unb $funb, u. f. ». Summe unb ©ifferenj finb 
mit ben ® fiebern gteid^benannt. 

^raltifd^e S3emer!ungen. SlKan fprid^t unb fd^reibt größeie 
3al^ten in Slbtl^eitungen bon brei ©teüen (ßiner, STaufenbe, 3Kiüio^ 
nen, . .) g. 8. 

983 017 beffer al« 983017 
98 704 327 beffer at« 98704327 
unb fefet bei ber äbbition unb ©ubtraction berfetben genau (Siner unter 
@iner u. f. tt). 

1* 
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4 Gemeine Slrttl^mctif. 

Sei bcr 2lbbition Dieter ©lieber begteitet man bie ffletoegung be^ 
Sluge« mit ber geber, fprid^t nur bie ©ummen au^ unb jtoar im tacU 
mäßigen gortfci^ritt, alfo 6ei ben ßinern be6 folgenben Setf})iete nid&t 
6 + 7 = 13, 13 + 3 = 16, 16 + 8 = 24, 24 + 4 = 28, fon^ 
bern fofort 6, 13, 16, 24, 28, toäl^renb man mit 2luge unb geber bie 
9tcil^e burd^täuft. !©ie gefunbenen 2 ^tf)ntt bitben ben Slnfang ber 
näd^ften ©umme unb toerben ju größerer ®i(j^er^eit über bie SReil^e bcr 
3e]^ner bemerlt. 

3ur ©nübung abbirt man bie ©lieber einjetn cber gru:|)pcntoeife 
unb fubtral^irt r>on ber ©umme lieber bie eiuietnen ©lieber. 

2 76 856 ^^ ^^^ '^^^ ^'^^ ^^^^ ^^^ 

+ 9 237 + 9 237 + 76 856 — 76 856 



+568 683 



86 093 + 9 237 1368 232 



, 4Q 73g +568 683 835 667 9 237 

+749 574 ^^^ '^'^^ ^^^ ^^^ ^^^^ ^^^ 



1445 088 



+ 40 738 + 40 738 —568 683 



695 514 609 421 790 312 

+749 574 +835 667 — 40 738 

1445 088 1445 088 749 574 

—749 574 

SWan ift Störungen beim 9ied^nen toeniger au^gefefet, toenn man 
bie gebadeten 3^^ten (anäf teife) ju fpred^en fid^ entmßl^nt. 

©eim ^opfxt^nm iji e^ bortl^eitl^aft, mit ben l^ö duften ©tetten 
aniufangen; j. ©. 37 + 24 = 57 + 4 = 61, 74 — 38 = 44 — 
8 = 36. ©tatt 96 ju abbiren, abbirt man 100 unb fubtra^irt »on 
ber ©umme 4. ©tatt 95 ju fubtral^iren, fubtral^irt man 100 unb 
abbirt jur ©ifferenj 5, u. f. tt>. 

§. 2. mnltiplication. 

1* Sine ^af)l mit einer anbern mutti^)liciren l^cißt bie erfterc 
foöielmal atö ®Iieb einer ®nmmt fefeen, ate bie jtoeite angiebt. SWan 
bcjeid^net bie ©umme 7 + 7 + 7 mit 7 . 3 ober 7x3 unb tieft 
„7 muttlpticirt mit 3", ober aud^ „7 mat 3" (eigenttid^ 3mat 7). ©ic 
3al^t 21 ffti^t ba^ ^robuct ber ^af)kxi 7 unb 3, bon bencn jene ber 
ajiutti^)ttcanbu«, biefe ber 5IÄutti))ticator genannt toirb. 

2* aD?utti))ticanbu8 unb SKultipticator liJnnen ol^ne SSerönberung bc« 
^robucte bertaufd^t merben unb l^eigen gactoren be« ^robuct«. S« ift 
7.3= 1 + 1 + 1+1+1 + 1+1 = 3,7 

+ 1 + 1 + 1+1 + 1 + 1 + 1 
+ 1+1 + 1 + 1+1 + 1 + 1 
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§. 2. 9Wu(ti^)Iicatton. 5 

wni 3 9?ei^en t)on ic 7 (ginl&cttctt, bon ber Seite betrad^tet, 7 Meil&ett 
Don je 3 einbetten bitben. Cben fo finbet man 6x7x3 = 6x 
3x7, inbem man 6 ftatt 1 fefet. 

Die Orbnung ber gactoren ift bctiebig. ©al&er 5 x 25 x 125 
X2X4X8 = 5X2X25X4X125X8 = 10X100 
X 1000 = 1000 000, 25 X 36 = 25 X 4 X 9 = 100 X 9 = 
900 u. [. f. ®tatt mit 42 ju multtjjUciren, lann man mit 7 mutti* 
ptldrcn unb ba« ^robuct mit 6, u. f. f. 

3. 35er ÜButtipttcator !ann nur eine unbenannte ^af)i fein, »eil 
er ble gleld^en ©lieber iSffit, beren ©ummc ba« ^robuct Ift; g. ®. 
7 2^tr. X 5 = 7 X 5 b. l. 35 Zffix. S)a« ^robuct Ift mit bem 
9J2uttip(lcanbud gleld^benannt. 

^ra!tlfd^e JBemertungen. ©el mel^rfteClgen S^Un beginnt 
man enttoeber mit ber tefeten ®teCe be« üßu(tl))tlcator« , ober beffer*) 
mit feiner l^öd^ftcn ju muttlpüdren, nad^bem man blefetbe fcft In ben 
©Inn genommen. 

J536 . 26847 7536 . 26847 

52752 15072 

30144 45216 

60288 60288 

45216 30144 

15072 52752 

202318992 202318992 

3»an nimmt nad^ elnanber 6X7 ®ner, 3x7 Seltner, 5X7 
^ttttberte, 7x7 Saufenbe u. f. f., ober 6x2 3e]^ntaufenbe, 3x2 
^unberttaufenbe, 5x2 SKlUlonen u. f. f., ol^ne Umftettungen In ®c^ 
banlen {ujutaffen. 

3ur Slnübung Ift ble ?ßrobe toefentßd^: 
26847 X 7536 
187929 
134235 
80541 
161082 



202318992 
!Daö ^robuct einer 5fteaigen ^af)i mit einer 4fteHlgen ^ai){ fjat 
5 + 4 b. l. 9 ober 8 ©teüen, toclt 10 000 x 1000 = 10 000 000, 
unb 99 999 x 9999 tocnlger atö 100 000 X 10 000 b. l. 1000 000 000 
I u. f. f. 

■ S3el brel gactoren !ann man jur Uebung ben erften mit bem j^el«^ 

r ten mu{tlt>tlclren, baö $robuct mit bem brltten; bann ben erften mit 

l 



*) Um ber in §. 18 gcjetgtcn SCblütjungen toxUm, 
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6 (gemeine ^2lntlS>mctt!. 

bem brittcn, unb ba« ^robuct mit bcm jtpcitcn; bann ben jmeiten mit 
bem brüten, unb ba« ^robuct mit bcm crften. Scbc^mat mug biefctbc 
^af}i gefunbcn tocrbcn. 

©tatt bic ©urnmc ober J)ifferenx jtpcicr ^aifim ju muIti|>Uciren, 
tanu man bie ©lieber einzeln muttt})ltciren unb bie ^robucte abbireu 
Dber [ubtra^iren, u. f. f. 

Seim Sot)fred^nen fängt mau mit ber l^iJd^ften ®t,cße beö ÜJiutti^* 
plicanbu« an; j. S5. 365 x 7 = 2100, + 420 b. t. 2520, + 35 
b. i. 2555. SÄan finbet 

48 X 17 = 50 X 17 b. i. 850 — 2 X 17 = 816 

48 X 5 = 24 X 10 = 240 

48 X 25 = 12 X 100 = 1200 

48 X 15 = 240 X 3 = 720 

48 X 75 = 1200 X 3 = 3600, U. f. ti). 

§. 3. 2)it)if.iom 

l* Sine ^af)i burd^ eiue anb^ere bibibiren l&eigt bie ^a^ ange* 
ben, u>eld^e mit ber jweiten ein ^robuct giebt, baö ber erften gleid^* 
tommt. fSJlan bejeid^net 35 : 7 unb lieft „35 burd^ 7 bibibirt, ober 

7 in 35". S5ieg giebt 5, toeil 5X7 ober 7 X 5 = 35. T)k ^af)i 
5 ^^ei^t ber Quotient ber ^a\)kn 35 unb 7, bon benen jene ber 
'Diotbenbu^, biefe ber ©ibifor genannt loirb. 

Ser Quotient ift alfo bie ^ai}l, meldte mit bem I)ibifor muttiplicirt, 
ober mit meld^er ber ©ibifor multiplicirt ben üDibibenbu^ giebt. 3ltfo: 
Quotient x ©ibifor = S5ibibenbu^. 

2, gntloeber ift ber ÜDibifor unbenannt, unb ber Quotient ber 
jobtette Sl&eit be^ J)ibibenbu^ ate ber J)ibifor angiebt, 

ober ber J)ibifor ift mit bem ©ibibenbu« gleid^benannt, 
unb ber Quotient ba« SSerpltniß be« SDibibenbuö jum ©ibifor, 
b. ^. er giebt an, loiebielmat ber S)ibifor im SDibibenbuö enthalten, 
miebietmat fo gro^ ber S5ibibenbuö ift ate ber ©ibifor. 

ä. 33. 35 : 7 = 5 b. ^. 5 ift ber 7te J^eit bon 35, 7 in 35 ift 
5mat entl^alten, 35 ift 5mat fo groß aU 1. 

35 X^Ir. : 7 5E^Ir. = 5 b. ^. ba« 3Ser^äÜntt bon 35 Spätem 
ju 7 Spatem ift 5, 7 S;i&aler finb in 35 JCi^aleru 5mal entl^atten, 35 
3:^a(cr ift 5mal fobiel aU 7 Spater. 

2)0^ SSerpItnig bon 36 Spatem ju 9 Jl^atern, bon 36 *jßfunb ju 
9 ^fimb, bon 36 guß ju 9 guß u. f. to. ift ba« 25er^ältni6 bon 36 
JU 9 b. i. 4. S)enn ba 9 x 4 = 36, fo finb 9 S^tr. x 4 = 36 
2I?(r., 9 ^fb. X 4 = 36 $fb., 9' X 4 = 36' u. f. tp. 
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§. 3. ©itoiflon. 7 

3, SBenn ber ©iDibeitbuß nid^t ein Siclfac^cö bom ©iöifor tft, 
fo gcl^t btc 3Dtbtfton ntd^t auf, unb c« bleibt ein 9teft; ber 
Quotient fätlt itoifd^en jtpel auf einanber folgenbe natürü^e ^aifkn 
unb tann nur mit ^ülfe ciueö ©rud^eö auflegeben loerben. 

56 : 7 = 8, tpeit 56 = 7 x 8, ein SSielfac^eg üdu 7. 
91 : 7 = 13, tpeit 91 = 7 X 13, =^ 
23 : 7 ift me^fr atö 3 unb toenigcr ate 4, toeit 7X3 =21 unb 
7 X 4 = 28. ®ie ©ifferenj 2 itoifd^en 23 uub 21, U)e((^c ein 9ieft 
l^eigt, foß aud^ burd^ 7 bibibirt tperben. 9?un ift 1 : 7 ber 7te S^eil 
bon 1, meld^er | bejeid^nct unb 1 ©icBentet getefen mirb. i^erner 
ift 2 : 7 ber 7te Zf)tU bon 2, mithin 2mat fo gro§ atö ber 7te J^eit 
bon 1, atfo = \ (2 ©iebentel). ©al&er ift 23 : 7 = 3f , b. ^. ber 
7tc StI&eit t)on 23 ift 3|, ba« SSer^äftntg bon 23 ju 7 ift 3f. ©ie 
lünfttid^en Sluöbrüde 

23 ift 3^nial fo gro§ al« 7, 7 ift 3?mal in 23 enthalten, 

23 ift ba« 3|fad^c bon 7, 7 ift ber 3fte S^eil bon 23, 

toerben beim JRed^nen mit äJortl^eil angeioenbet 

S)ie ^af)kn 4, f, . . l&eigen ©rüd^e, bie obere ^af)l ber B^J^Ier 
(er jäl^It bie S:i^eile), bie untere ber 9?enncr beö Söruc^eö (er ht^ 
nennt bie Sil^eile). aWit SSorbel^alt ber Äed&nung fann man 5317: 
683 = V^ fefeen, unb bie ©ejeid^nuugen 5317 : 683 unb ^^^ atö 
gleid^bebcutenb gebraud^en. 

*♦ 3ft ein S3rud^ neben ber ganjen ^a^ be§ Cluotienten unbe* 
träc^tlid^ ober unjuläffig (bei Snbibibuen), fo aä)Ut man xi)n für 1 ober 
für 0, je nad^bem ber ^atfUx bie ^älfte be« Sftennerö unb ber ©rud^ 
ben S33ert]^ i überfteigt ober nid^t. 39 : 11 ift genauer 4 aU 3, tt)ei£ 
39 naiver an 44 atö an 33 liegt, unb ber JReft 6 me^r als bie §ä(fte 
bon 11 betragt. !J)agegen ift 43 : 8 genauer 5 al6 6. 

3. ©. um ben J)urd^fd&nitt (ba« aritl^metifd^e 5I)?ittet, 
einen S^äl^erung^toertl^) gegebener SQSertl^e ju bered^nen, bibibirt man 
il^re ©umme burd^ i^re Slnjal^t; ber Quotient n>irb atö 9läi^erung§^ 
toertl^ ol^ne S3rud^ angegeben, j. ö. 

4726 
4754 
4698 
4719 

18897 ; 4 
4724 
aifo ift 4724 ber 3)ur^fd^nitt«loert]^ ber gegebenen B^^^en. 
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8 (Stmctne arit^metil. , 

fraltif^e Setnetlungen. ^nv ISinflbung ift bte $robe loefent« 
üdf, bag man ben Ouotienten mit bem t>M\6t mu(tit>Itctrt , um ben 
©ibibenbu« »ieber ju er^^alten; j. SB. 
253 827 : 385 = 659iH 
231 
22 82 
19 25 



3 577 

3 465 253 827 



659iH . 385 


197 7 


52 72 


3 295 


112 



112 

Um bic ^unbcrtc bc« Quottcntctt ju finbcn, fibcrtcgt man, ba§ 
385 in 2538 ^unbcct nal^c fobtelmal cntl^altcn tft, ate 3 ^nnbcrt in 
25 ^unbcrt, ober nä^fcr fobicimal, ate 4 ^unbcrt in 25 f)nnbcrt (locit 
385 näl^er 400 ate 300), ober ate 4 in 25 u. f. f. ®ie Quotienten 
finb bei bermcl^rtem ©ibifor ettoa« ju bergrögern, j. ©. 4 in 35 tt)urbe 
9mat genommen. 

©et ber ^robe giebt ber 385tc Il^eil bon 112 385mal genommen 
ba« ®angc 112. 

(Snbigt ber ©ibifor mit Stuöen, fo lann man biefetben »ä^renb 
ber ateii&nung mit eben fobiel (Stellen am Snbe be« ©ibibenbu« unbe* 
a6ftü taffen; j, ©. 

327 456 : 6400 = 3274,56 : 64,00 = blOU 

320 

74 

64 

10 

327 400 : 6400 = 3274 : 64, benn 64 ^unbert finb in 3274 §un* 

bert fobielmal entl&alten, ate 64 in 3274* 

<Statt tnxäf 15 ju bibibiren, lann man ben 5ten !£^eil hnxä^ 3 
biüibiren. ®tatt burd^ 25 iu bibibiren, lann man ba« 4fa(ie burd^ 100 
biüibiren, u. f. tt). 

Um burd^ 4 gu bibibiren, bead^tet man, jtoifd^en toeld^en ber ^aff* 
ten 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, . . ber ©ibibenbu« liegt, u. f. to. 

§. 4* Sled^nung mit mel^rfad^ benannten 3öl)(en. 

!• ^VLX 95ermeibung ber ®rüd^e l^at man bie berfd^iebenen üKag* 
einleiten eingetl^eitt unb beftimmten Sl^eilen berfetben befonbere 9?amen 
gegeben. 3)ie größeren SKafeeinl^eiten bienen jur teid^teren Äuffaffung 
großer SWengen Iteinerer (ginl^eiten. 



Digitized by VjOOQ IC 



■ri^^wm^m 



§. 4. 9Wc^rffl(^ Benannte ^al^Icn, 9 

©ctbctnl^cttcn: 

I^ater (SO)®*^'^^!:^'^^" ü'^ Pfennig, ©ulben J?1^T 
' ^ 5Wcuflrofd&cn (10) ^' ^ (100) 5KcuIrcujcr. 

Wlaxt = ^ Sl^ater (100) Pfennig, 30 V)aUx enthalten 1 ^funb (SiU 

ber, 1395 Wlaxt enthalten 1 ?funb ®oIb. 

granc (100) ßcntimc. granc = 20 @oud. 

\*ibrc ©tcrlittfl (20) ©J^iaittfl (12) $cnn^. ©utncc = 21 ©l^tfl. 

3a^tctnl^cttcn: 
®roff (12) ©ufecttb (12) ©tüd. 
S^odt (4) aRanbcI (15) ®tü(f. 

Sauen (10) 9iic« (20) öuc^ j^^ ®fudfl ®«>9^»- 

^ettctnl^cttcn: 
Sag (24^) ©tunbc (60') SÄinutc (60") ©clunbc. 
3a^r (12) aÄonat (30) Stag, bei gcfd^äfttid^cn SRcd^nungcn. 

gängencinl^citen: 

J)ie obere ßtntl^eilung ift m6f bem ©uobecimalf^ftcm, bie untere 
nac^ bem ©echnalf^ftem gemad^t. 
Äifometer (10) §ectometer (10) ©ecametcr (10) SÄeter (10) Dectmcter 

(10) ßenttmeter (10) aKifltmetcr. 
aWeite (20000) SRut^e. SIKeile = 7500 SIKeter. göe (24) Bcö. 

SBinlelcinl^eiten: 
©eftredter ©tnlet (20 Sied^ter ffiinfel (90») ®rab (60') aKinute (60") 
©elunbc. 

gtäc^enetnl^etten: 

©etpöl^ntid^ Quabrateinl^eiten; b. 1^. Quabrate, beren Seiten Sängen:* 
cinl^eiten finb, j. ©. Quabratfug, ein Quabrat, beffen ©eite ein gu§ ift. 

ffienn 1 ,m \\l\ 3ofl ^at, fo f)at 1 Quabratfuß (DO 

!loSI^•'•;o^1^"^^^^^»^ 

getbmaie: aWorgen (180 DSKut^en), 2lre (100 DäWeter), ader, 
©Reffet Sluöfaat u. bergt. 

aiaumeinl^eiten: 

@e»ö]^nltc^ (Subifeinl&eiten, b. ^. SBürfel, beren Tanten ßängenein* 
l?citea nnb beren ©eiten folgtid^ Qnabrateinl^eiten finb, j. 58. 6ubi!* 
fu^, ein äBürfel (Subu«) beffen Sante ein gu^ ift. 
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Oemctnc ?Crit^ntcttf. 



aScnn 1 gu§ 



loUoMatMo ^at i «fu6 i;^^^^^^ 



b. i. JJ^^j eubifjoa u. f. m. 

Pr gtüffigfeiten: 
guber (4) Df^oft (1^) D^m (2) ®mcr (2) änler (30) Quart, 
gag. Jonnc. Äannc = iHtcr (Subifbccimctcr). 

gür Oetreibc: 
m\pti (2) ÜRaltcr (12) ©d^cffct (4) »tcrtct (4) ÜRe^jen. ©treffet = 

50 giter. 

gilt feftc mxptx j. ©. ^ofj: Stafter. St^re ((Subifmctcr). 

©ctptd&tcinl^citcn: 
gentner (110) ?}funb (32) 8ot^ (4) Quentd^en. Sentner (5) ©tein. 
gentner (100) ^funb (30) ioüf (10) Quent (10) gent. 
aßarl (16 8ot^). Sarat (| ?ot^). 
Unje (8) !Drad[>me = Quentd^en (60) ®ran. 
Sitogramm (10) ^ectogramm (10) !J)ecagramm (10) ®ramm (10) ®eci^ 

gramm (10) genttgramm (10) ÜJitütgramm. ^funb (i Sitogramm). 

5Keul0t]^ (Decagramm). Spönne (1000 Kilogramm). 

2. gtne Preisangabe in Z^akxn, ®ro[c^en unb Pfennigen, eine 
gangenangabe in guß, ^oU unb Sinien, eine ©emid^tSangabe in gent^ 
nern, ^funb unb Sotl^ u. f. lo. i^eißt eine mel^rfad^ benannte 
^affl aßan fann bie l^ö^eren Sinl&eiten burd^ aÄuUipIication in niebere 
tjerwanbeln (refotbiren), unb bic nieberen ginl^eiten burd^ 2)ibifion in 
^ö^ere (rebuciren); g. ö. S:i^aler »erben in ©itbergrofd^en berroan^* 
belt, inbem man fie mit 30 multi|)acirt, 25 Sl^Ir. == 25 x 30 b. i. 
750 ®gr. Pfennige Serben in ©ilbergrofd^en bertpanbett, inbem man fie 
burd^ 12 bibibirt, 319 ^f. = 319 : 12 b. i. 26tV ®gt. = 26 ®gr. 7 ^f. 
©d^ema: 547Ji:^tr. 19 ®gr. 5 ^f. 
16 410 
19 





16 429 


©fit. 






197 


148 
5 








197 


153 


Uf. 




197 153 


n- 


12 = 


= 16 429 ©fiV. 


: 30 = 547 SC^tr. 


77 






1 4 




5 l 






22 




35 






19 ©gr. 




113 










5 


n 
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%. 4. Tltl)x\a^ benannte 3a{?(cn. H .v 

♦i. Solan red^net mit mel^rfad^ benannten ^a^kn nad) benfetben ; 

9tec;eln, ipie mit mel^rfteüigen ^af^Urif tcel^e auö CSinern, 3^^"^^'"^ -^ 

^unberten u. f. f. befielen. Slbbition, ©ubtraction, SDtuItiptication •'^ 

mel^rfad^ benannter ^ai^kn beginnt man bei ben nieberen einbetten, '-v 

©iijifion bei ben ^öl^eren. 'äuii) tarn man anfangt vefotöiren, mit ben •^?' 

nieberen Stnl^citen bie i>er(angte 9ted^ming üornel^men unb bie gefunbene ^j 
^af)l rebuciren. 



^ 27 Z^v. 16 ©gr. 4 «Pf. 


816 Xl)k. 4 ®gr. 


5 


^f. 


+109 „ 25 „ 6 „ 


- 27 „ 16 „ 


4 


n*) 


+653 „ 14 „ 10 „ 


788 „ 18 „ 


1 


ff 


+ 25 „ / „ 9 „ 


-109 „ 25 „ 


6 


tf 


816 5l^tr. 64 29 


678 „ 22 „ 


7 


ff 


4 ©flr. 5 ^f. 


-653 „ 14 „ 


10 


ff 




25 „ 7 „ 


9 


ff 


6 Str. 78 $fb. 


25 Mij X 84 

2100 






60 65 




504 312 


192 






564 etr. 624 


180 






6617 


160 






17 ^fb. 


20 i«ot^. 







aWan nimmt jitevft 25 8ot^ X 84 = 65 ^fb. 20 M% baju 78 
^funb X 84, b. t. 60 gtr. 17 ^fb., boäu 6 Str. x 84, b. i. 564 (Str. 
Ober: _6_etr. 78 ^fb. 25 8ot^. 
660 

78 



738 ^fb. 






22 14 






1 476 






25 






23 641 8ot^ X 84 






1891 28 






94 564 






1985 844 ll'ot^ : 32 = 62 057 ^fb. 


: 110 


= 564 Str. 


65 7 






1 84 45 






244 17 ^fb. 






20 -Sot^. 


■ 





*) ©tatt 16 @gt. uou 1 XIjlv. 4 ©gr.obcr 34 @gi-. abäu^iefjcn, !a«u man 16 
^on 30 fufetral^iten uub jur ©iffercns 4 abbircn, u. f. m. 
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®em(tne ätrit^metif. 




28 SBfrt. 


17 


®*ffl. 


ibU ÜR|«. 


2759 SBfbL 


19 


mm 


13 ÜKfen. : 9( 


192 


1704 




546 


839 


4723 




91 


768 


96 




1469 


71 


763 




96 




672 




509 




91 




480 



29 

man flnbct gucrft 2759 SB^L : 96 = 28 flß^pl, öcmanbclt ben 
9tcft in ®(i^ffl., abbtrt 19, btbtbirt bic ©ummc burd^ 96 unb finbct 
17 ©d(fffl.; ben «cft bcwanbcft man in üßcftcn, abbtrt 13, bibibirt 
bic ©ummc burd^ 96 unb finbct I5f| ü»|n. 
Ober: 2759 SBfjjI. 19 ®äf^l 13 SWfen. 



5518 
11036 
19 














66235 ®<^ffl. 
397410 
13 




1059773 3Rftn.: 
96 


96= 


-11039SI»«. 
96 


:16< 


=.689®(i^ffl.: 

48 


24 = 


=28?Bf|)l. 


99 
96 




143 

128 




209 
192 






377 

288 




159 
144 




17 ©d&ffl. 







893 15 Sß^n. 

864 
M ÜÄfen. 
^fö Ue6ung tann matt bte ^vebe ^tnjuttei^nten, bat ^^ CUtotiettt 
ttttt bent ©ibtfor tnuttt^)Itcitt ben ©bibettbu« gfebt. 

28 äBfrl. 17 @(»fft. 15f| aKfeit. X 96 



71 


91 


29 ' 


168 


672 


480 ! 


252 


96 


96 i 


2759 ffifrl. 


1723 


1469 




168 


29 




43 


13 ÜWfttt. 



24 

19 ®m. 

Unt ^ 3^tr. aufjuWfctt, bcred|»ttet ntan bett 7ten 2:i^etl t>ott 5 Z^v. 
ober 150 ©gr. uttb erhält 21iJ®8r. (Sbeit fo tft ^ ©gr. ber 7te2:i&ett bon 
3 ©gr. ober 36 % == 5* ^f. SKfo ift ^ J^It. = 21 ©gr. 5| ^f. 
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§. 4. SWe^rfa^ benannte B<^W^' 13 

Um baö aSer^ältni^ 25 6tr. 106 $fb. : 3 Str. 78 ^fb. iu 
Bcred^Ticn, bermanbclt man beibc ®c»{(^tc in ^funb. 5Run finb 408 ^fb. 
in 2856 ^f^. fobidmal cntl^altcn afö 408 in 2856, nämtid^ 7mal. 
atfo ift 7 ba« gcfud^tc SBcrptnlfe, b. 1^. 3 6tr. 78 ^fb. finb in25 6tr. 
106 ^fb. 7mal enthalten. 

Sic einfädle 3citre(i^nung fud^t enttocbcr an« itt)ci 2;crmincn 
(@pod^cn) bic Btoifd&cnjcit, ober an« einem 2;ermin nnb ber 3tt>iW^tt" 
jett ben anbern Termin. 

a. SBic tanfl ift bie 3eit bon 1818 ben 29. Dctbr. bi« 1832 ben 
17. 3»ärj? aSom 29. Octbr. 1818 m 1819 finb 64S£;age, bon 1819 
bi« 1832 finb 13 Sal&re, nnb biö jnm 17. Smärj 76 Sage, alfo übcr= 
l^au^3t 13 Saläre 140 Sage berfloffen. 

SaSie lang ift bie 3eit bon 1815 ben 12. SKai bi« 1837 ben 
7. ®zpt? aSom 12. aWai Bi« 7. ©e^Jt. 1815 ftnb 118 SCage unb bi« 
7. @e|)t. 1837 nod^ 22 Saläre berfloffen. 

b. ffield^e« SDatum ift 13 Saläre 216 SCage nad^ bem 21. 3nni 
1820? 194 Sage nad^ bem 21.3uni ift ber 1. 3an. 1821, bie übrigen 
22 Sage nnb 13 Saläre \pättx ift ber 23. 3an. 1834. 

c. aaSetd^e« ©atnm ift 56 3a^re 86 Sage bor bem 7. SKorj 1844? 
67 Sage bor bem 7. SKärj 1844 ift ber fefete See. 1843, bie übrigen 
19 Sage nnb 56 3al&re frül^er ift ber 12. !©ec. 1787. 

SBeniger genan t5ft man biefe Slnfgaben, toenn man ba« Sat^x jn 
12 SRonaten nnb ben ^omt ju 30 Sagen annimmt. 

§. 5. $roi)ottionaUtdt ber ®rfl|en*). 

l. Sine @rö§e l^eifet ab 1^ angig bon einer anbern ©röge, toenn 
eine Slenberung ber tefetern eine Slenbernng ber crftem jnr gotge l^at. 
3. ©. bie Sänge eine« SIÄetaKftabe« ift abl^ängig bon ber Semperatnr, 
toeit eine äenbernng ber Sem))eratnr eine aSertängernng ober a5crlürjung 
- be« ®tabe« nad^ fid^ jiel^t; ber $rei« einer 3Qaare ift abl^&ngig )oon 
il^rer äßenge, ®üte, ©ettenl^eit, bon ber 9Zad^frage n. f. ö). 

2« ^ine ®r5^e l^eigt einer anbern ®r5ge t;ro))ortionat, toenn 
fie bon il^r fo abfängt, bafe, »äl&renb bie jtocite mel^rmat fo gro§ toirb, 
bie erfte ebenfobielmat fo grog tt)irb. 

©er ^rei« einer säSaare ift in bieten gätten il^rem ©etoid^t i)ro^ 
^jortionat b. 1^. 

5 ^fb. loften 5mal fot)ieI ate 1 ^fb. 

1 ^fb. foftet ben 7ten Sl&eil fobiel ate 7 $fb. 



*) öergl. im 3. »uiä^e §. 2. 
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14 (Scmcine Äritfimctif. 

auSnal^mcn bifbcn bic greife bon Sbetftcincn, ©la^fd^cibcn, 9?ufe^ 
^öljern ii. bfli. 

S5ie Slrbeit tft ber Sraft ))ro^)orttonat b. 1^. 

8 Slrbetter Ictften 8mat fobtet at« 1 Slrbcttcr, 

1 Slrbcitcr Ictftet bcn 4tcn ST^eil fobicl ate 4 Slrbcitcr. 
®ie ^m\m finb bcm Sa^)ital j5roi)ortionat b. 1^. 
19 S^Ir, eat)ital geben 19mal fobiet 3infen aW 1 X^fr. 6at). 
1 Z^x. gap. giebt ben lOOten Zfftxl fobiet 3infen aW 100 SCl^tr. 6a}5. 

3» eine ©röge l^eißt einer onbern ®rßge umflefel^rt (in^ 
t>irect) pro^jortional, toenn fie bon xf)x fo abl^ängt, ba§, mäl^renb 
bie jmeite mel^rmal fo gro§ toirb, bie erfte ben ebenfobietten S^l^eit fo 
c|vo§ iuirb. 

Sei einer Slrbeit ift bie ^tit ber traft umgelel^rt })roj5ortionat b. 1^. 
4 Arbeiter brand^en bcn 4ten Sl&eit fobiel*) ^^it ate 1 arb. 
1 Slrbeiter brandet 5mal fobiet ^dt aU 5 2lrb. 

S9et gegebener gtäd^e ift bie ©reite eineß SRed^ted« ber Sänge nm^ 
gcfe^rt pro))ortionaI, b. 1^. man brandet 

bei 60 5*u§ Sänge ben 60ten 2;i&eit fobiet SSreite, al« bei 1 gu^ Sänge, 
bei 1 gu^ ßänge 50mal fobiet ©reite, at« bei 50 gu§ ßänge. 

Tili einem SSorratl^ reid^^en 

9 SKann ben 9tcn Sl^eit fo tange at« 1 aWann, 
1 SKann 7mal fo tange at« 7 SWann. 

gür einen gctoiffen ^rei« fd^afft man 

3 etr. ben 3ten Jl^eil fo toeit at« 1 Str., 
1 Str. 5mal fo toeit at« 5 Str. 

gine gefjjannte ®aite ober' bie 8uft in einer Orgelpfeife fd^tt)ingt 
in befttmmter ^cxt 

bei 3 gu§ Sänge ben 3ten Streit fo oft aU bei 1 guß Sänge, 

bei 1 gufe Sänge 2mat fo oft at^ bei 2 gu§ Sänge. 

4* ®ine®rö§e l^eigt bcm Quabrat ober Snbn« einer anbern 
®rö^e |>roportionaI, toenn, mäl^renb bie jtoeite 2, 3, 4, . .mat fo 
groß mtrb, bie erfte 2.2, 3.3, 4.4, . . mat fo groß, ober 2.2.2, 3.3.3, 
4.4.4, . . mat fo groß »irb. 

(SineSrßge l^eißt bem Qnabrat einer anbern ®rö§e nmgefel^rt 
pro^ortionat, toenn, mäl^renb bie gtoeite 2, 3, 4, . . mat fo grog 
tüirb, bie erfte ben 2.2ten, 3.3ten, 4.4ten, . . STl^eit fo groß tt)irb. 

5)er ^reiö eine^ IDiamanten ift bem Qnabrat feinet ®ett)id^t« pro* 
portionat, b. 1^. ber IDiamant toftet 



*) Mau fagt bcffer: „ben 4Un %\^t\i fotiel'', a(« „4mal ttjenigcr''. 
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§. 5. <pro:|)ortionoIit5t. 15 

3 ßarat fc^wer 3.3mat foDiet atö l Sarat fd^toer, 

1 Sarat fd^tpcr bcn 2.2ten Jl^eit fot)icI ate 2 Äarat fd&ttjer. 

S3ci einem freigelaffenen Sörj)er tft bie gaütiefe bcm Quabrat bev 
gaUjett t>roj5ortionaI, b. 1^. ber Äörjjer fällt 

in 4 ©efunben 16mat fo tief ate in 1 ©et, 

in 1 ©efunbe bcn 9ten S^eit fo tief ate in 3 .©el. 

3)ie Quabratflad^e ift bem Qnabrat ber ©eite, bie Srei6f{äd;e unb 
bie Suflelfläc^e bem Quabrat be^ SRabiu« jjrot^ortionat. 

35er SBürfelin^att ift bem Subuö ber Äante, ber Äugeün(;aÜ bem 
(inbM be« SRabiuö ^^ro^jortional, b. 1^. ber SSSürfet ift 

bei 3 gu6 tante 27mal fo groß, ate bei 1 guß Äante, 

bei 1 gug Sante ben 64ten Zfitxl fo gro§, ate bei 4 gug ^antt. 

5Die ©eteud^tung einer Meinen gläc^e ift bem Quabrat be« Sid^t* 
abftanbe« umgelel^rt j)roj)ortionat, b. 1^. fic ift 
4 gufe bom gid^t ben 4.4ten S:i^eH fo gro^, ate 1 gufs üom 8i^t, 
1 guß bom gic^t 9mat fo groi, ate 3 gu§ bom 8id^t.' 

®ie ^niaffl ber ©d^toingungen, »etd^e ein ^enbet in gegebener 
3eit mad^t, ift bem Quabrat ber ^enbettänge umgefel^rt ^sroportional. 
!Da^ ®ett)id&t eine« Äör^)er« ift bem Quabrat be« 2lbftanbe§ bom ßrb^ 
centrum umgelel^rt j)ro))ortionat« 

§. 6. Olegel bc tri. 

ffienn einer ©rö^e (A) eine anbcre ©röfee (B) })ro^)orttonai tft, unb 
^in ^aar jufammengel^örige SBertl^e ber ©rößen gegeben finb; fo (ä^t fid^ 
für ieben SBertl^ ber einen (A) ber baju gel^örige üDBertl^ ber anbern (B) 
berei^nen. S)ie Anleitung ju biefer S3ered^nung l^eißt JReget be tri. 

1. Slufgabe: SSBenn man für 9 Zf)iv. 7 ^fb. einer Söaare er=^ 
^it, toiebiet loften 13 ^fb,? 

SDtan bitbet nad^ ber gragc bie t)ortäufige ?lntti)ort fo, ba§ 
bie gefud^te ®r5ge ben ©d(^(ug mad^t: 

13 ^fb. foften irgenb tt)iebiet Zf)aUx. 
©iefem ©afee toirb aM ber Slufgabe ber Oberfafe na^gebitbet: 

7 ^43fb. loften 9 ST^ater. 
ÜDurd^ ben ©nl^eitöf^i^Iuß „1 'ißfb. loftet ben 7ten %i}ül fobiel ate 
7 W^." (§. 5) erpt man ben SDiittelfafe: 

1 'ißfb. loftct 9 Später : 7 
ober toie man aud^ bejeid^nen lann (§. 3, 3) 
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16 ©emeinc Slritl^mcttt. 

1 ^fb. foftet ^ y^^- G,9 Z^x, t>\xxä) 7, ober ? Z^x/'). 

S)er 3Jec^r^cit«fd^tu6 „13 ^Jfb. fofteu 13mat fobiet at« 1 ^fb." (§. 5) 
forbcrt/bctt 7tcn S^l^elt bon 9 Zfflx. 13mal ju tieljmcn, b. t. bcn 7ten 
Sl^cit bon 9 X 13 ZS)lx. ®o erhält man ben ©d^tugfafe: 

13 $fb. foftcn ^^^^^^x^^ (^^9 a:^ir. mal 13, burc^ 7"). 

!Dtc nun borjuncl^mcnbc Sluörcd^uunfl 9xl3 = 117unbll7:7 = 
16f cratcbt bte gcfud^tc Sinti» ort: 

13 *fb. foftcn 16^ Z^x, 

3, 3ft in bcr borlaupgen änttoort bie flc^cbcnc ®rö6c eine mel^r* 
fad^ benannte ^afft ober anber« benannt ate bte gtetd^artifle ®xi^t ber 
Slufgabe, fo bringe man bpr ©itbung ber ©äfee beibe auf gteiti^c S8e* 
nennung. 

Söenn man für 9 STl^lr. 17 ®gr. 7 ^fb. 12 gotl^ erl^ält, »iebiel 
loften 13 ^fb. 4 8ot^? ©tatt 13 ^fb. 4«ot^ l&at man 420 8ot^,unb 
ftatt 7 ^fb. 12 2otS) ^at man 236 Sotl^ ju nel^men. ©ann berfäl^rt 
man toie oben. S3ei ber auöred^nung fann man aud^ 9 S^lr. 17 ®gr. 
in ®gr. bcrtoanbeln, tt)a« jebod^ nid^t notl^menbig ift. (SSergl. §. 4.) 

SSSenn man für 9 Jl^Ir. 17 ®gr. 7 5Pfb. erl^ält, miemet toften 
24 8ot]&? Statt 7 ^fb. fü^rt man 224 8ot^ ein, u. f. tt>. 

»♦ 81 uf gäbe: Sie lange braud^en 28 Arbeiter ju einem 9S>erIe, 
toetd^e« 16 Arbeiter in 15 ffiod^en boHenben? 
5lufliJfung: 16 Arbeiter brandneu 15 SBod^en ' 

1 * brandet 15 833. x 16 (16mal fo biel) 

28 - ^^ ^8^ ^^ (*^«« 28. SE^eit fo biet) 

2lu«red^nung: 15 x 16 

240 : 28 = 8 m 3H SCage, bie Strbeit«tt)od^e jn 
224 6 ^agen gered^net. 

16 X 6 
96 
84 
12 
2lnttt)ort. 28 Arbeiter braud^en 8 SSJod^en 3^1 SEagc. 

ä, 3n bieten gäüen giebt man an, tt)iebiel Sinl^citen einer ®r9ge 
ju 100 einl^eiten einer anbern ©riJfee gel^Bren, unb nennt Jene Änjal^len 
^roccnte (bejeid^net %). 

ßin Kapital trägt 4 ^roc. 3tnfen l&eigt: 100 Jl^tr. 6a<)ital tragen 
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§. 6. Iftegct be tri. 17 

in 1 Saf)x (12 aWonaten, 360 Jagen) 4 Z^x. 3tnfcn. aScrben bie 3infcn 
nid^t anögejai^It (aber auei^ ntd^t t)crjinft), fo mäd^ft ba« (Kapital, unb jtoar 
an^ 100 Jl^tr. tperben in 1 3a^r 104 S^tr. 

* 2 := 108 * u. f. f. 

ein SBafb tt)ä(3{)ft iäl&rlid^ um 1 ^roc. 1^.; au« 100 klaftern toer*= 
ben in 1 3a]&r 101, in 2 3a^ren 102 u. [. f- 

Sine »ied^nung mirb mit 4^roc. {Rabatt bejal^tt 1^.: für lOOIl^tr. 
SRed^nung »erben 96 Z^lx. baar bejal^ft. 

Sine ©elbfumme »irb mit 5 $roc. iäl^rigem £)i«conto auögejal^tt 
1^.: 100 Sl^Ir. in 1 3al^re fäöig »erben fogleid^ mit 95 bejap- SBcim 
JRabatt unb S)i«conto bon 4 auf §unbert »erben 104 Zfflx. mit 100 
bejal^It. 

8oui«b'or« geben 11 ^roc. 2lgio 1^.: 100 Zffix. in 8oui«bVrö (ju 
5 ^^x. ®oIb) gelten 111 Jl^tr. Sourant, 

eine ©orte ^apiergelb ftel^t 87 ^roc. 1^.: 100 Zfilx. in biefem 
Rapier gelten 87 Zfiix. Sourant. 

• Sin einer ffiaare »erben 7 ^roc. ge»onnen 1^.: für lOOStl^tr. ®n* 
lauf^gelb nimmt ber aSerläufier 107 Jl^tr. ein» SBerben bagegen 3 ^roc. 
berloren, fo nimmt er für 100 SEl^Ir. ginlauf^getb 97 Z^lx. ein. 

»ei einem ©aüen ober ga^ SSSaare finb 3 ^roc. SCara 1^.: 100 ^fb, 
beffelben (©rutto) enthalten 97 ^fb. ffiaare (5Retto). 

atmofpl^ärif^e 8uft enthält bem 9taum nad^ 21 $roc. ©auerftoff 
unb 79 ^roc. ©tictftoff 1^.: 100 9taumeinl^eiten berfelben beftel^en au« 
21 ataumeinl^eiten ©auerftoff unb 79 SRaumeinl^eiten ©tidtftoff. 

ätfol^ol bon 80 ^roc. 1^. eine SWifd^ung, bon ber 100 9iaumein*= 
Reiten SO {Raumeinl^eitcn Sllfol^ot entl^alten» 

Um ba« SSerl^ättniß bon j»ei (Srögen anjugeben, fagt man 6i«^ 
»eilen, bie erfte ift g. ©. um 36 ^roc. größer (ober Heiner) ate bie 
j»eite, b. 1^. bie erfte entl^ält fobielmal 136 (ober 64) Sinl^eiten, at« 
bie j»eite 100 Sinl&eiten l^at. 

S)iefe (Srflärungen bienen jur ©itbung ber Dberfäfec bei ben l^ierl^er 
gel^örigen Aufgaben, bereu 8öfung feine eigentpmlid^e @d^»ierigfeit l^at. 

§. 7» J^eilbarfeit ber Sagten.*) 

!♦ !J)ie natürlid^en ^af)kn finb tl^eitö einf ad^ (^rimjal^len), 
tl^eite aSielfad&e fleinerer ^affkn (jufammengefe^t). (£ine ^a^ ift 
tnxäf eine anbere nur bann (ol^nc ©rud^) tl^eilbar, »enn fte au« il^r 
jttfammcngefefet, öon i^r ein SSietfad^e« ift. !j)ie aSielfad^en bon 2 



♦) »cr^l. im 2tcn ©U(3^c §. 13. 

JBalter. I. 4. ^nfi. 
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©emeine Strit^metif. 



l^ctgen gcrabc, bic übrigen ungerabc ^a^Un, Die ^rimjal^ten finb, 
mit Sluönal&me bcr 2, fämmttid^ ungcrabc* 

Um eine Jabcüe ber ^rimsal^Ien jn bilben*), fd^veibt man bie un* 
geraben 3a^Ien 3, 5, 1, 9, 11, 13, 15, 17, 19, . . auf, ftreic^t 3x3 
b. i. 9 unb jebe barauf folgenbe 3te ^af)i (bie SSietfad^en ber 3), bann 
5x5 b. i. 25 unb jebe 5te ^ai)i (bie SSielfad^en ber 5), bann 7x7 
b. i. 49 unb Jebe 7te ^afyl u. f. f. (bie bereit« geftrid^enen S^affitn mit* 
gejäl^tt). ÜDie ungeftrid^en übriggebliebenen S>^^^n fmb bie ^rimjal&Ien. 
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Um bortl^eKi^aft ted^nen p Urnen, f)at man bie iSSefd^affenl^eit ber 
Iteinern ^afjUn, j. ©. Wo 150, ^ä) einpiirägett. S5ie ^rimjol^len bar« 
unter ftnb ouier 2, 3, 5, 7 folgenbe: 
11 13 17 19 
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t ben jufamtnengefelten Bo'&^^n finb ju 


merten: 


51 


3X17 


98 


2X49 


121 
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52 


4X13 
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6X17 


123 


3x41 


57 


3X19 
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8X13 
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87 
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7X17 
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3. ginc iufammengefe^te ^af)l tarn ate ^robuct bon lauter ^rim«» 
jal^Ien bargefteßt toerben. Slu« biefer !Darftellung ber ^affi erlennt 
man il^re S)iüiforen (im engern ©inne) b. 1^. bie 3^^^^^"^ ^"^^ 
tpeld^e fie tl^etlbar ift, iDeldJie in il^r aufgellen. 

*) (^ieb be9 (Scatofi^ene« m<i) ber 9)^itt^eilung Don 9{if oma(]^u9 Aritbm.i; 17. 



Digitized by VjOOQ IC 



"rfTiijesFart)-- .• . , - rr^n^a^^ 



■•j:y*»fV l 



§.7. S^cUbarlcit bcr 3a]^kii. 19 

105 = 21 X 5 = 3 X 5 X 7. 
72 - 8 X 9 = 2 X 2 X 2 X 3 X 3. 

©emnac^ ift 105 nur tl^etlbar burd^ btc ^rittijal&Icn 3, 5, 7, unb 
burc^ bie jufammengcfcfetcn ^a^tn 3 X 5, b. i. 15, 3 x 7 b. i. 21, 
5 X 7 b. i. 35. 

72 i)at btc £)ibiforcn 2, 2 x 2 b. i. 4, 2 x 2 x 2 b. i. 8, 
3, 3 X 3 b. t. 9, 2 X 3 b. i. 6, 2 X 9 b. i. 18, 4 X 3 b. i. 12, 
4 X 9 b. i 36, 8 X 3 b. l. 24. 

Slud^ erfcnnt man aM bcr 3wfömmenfefeung: 
3 in 105 ift 5 X 7 b. i. 35mal enthalten 

5 ^ 3 X 7 ^ 21 ^ 

7 ^ 3 X 5 ^ 15 ;« 1^ 

15 b. i. 3 X 5 ^ 7 

21 ^ 3 X 7 * 5 :. ^ 

35 1^ 5 X 7 ^ 3 ^ ^ 

3ft eine ^affl einjetn burd^ 2 unb d]tf)d{bax, fo ift fle aud^ burd^ 
2 X 3 b. t. 6 tl^ettbar. 3ft eine Bal&t burd^ 6 unb 7 t^eilbar, fo ift 
fie e« aud^ burd^ 6 x 7 b. i. 42. 

3ft bagegen eine ^af)l burd^ 4 unb 6 tl^eitbar, »etd^e ben 5Dibifor 
2 gemein l^aben, fo fann man nid^t it^anptm, ba§ fie burd^ 4x6 
b. i. 24 tl^eilbar fei. 3. 33. 84 ift burd^ 4 unb burd^ 6 t^eitbar, aber 
nid^t burc^ 4x6, fonbern nur burd^ 4X3. 

Um bie Sefd^affenl^eit einer ^a^l ju unterfud^en, bibibirt man fie 
burd^ 2, 3, 5, 7 unb bie folgenben ^rimjal^Ien bi« ju berjenigen, 
toclc^e mit fid^ fetbft multijjlicirt mel^r ift, alö bie gegebene ^at^l 3- ®- 
193 ift nid^t burc^ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 tl^eitbar. 17 x 47 =289 
ü&erfteigt bereit« 193;- biefe ^af)i fann nid^t 35ibiforen l^aben, bie beibe 
größer atö 17 toaxzn, unb ift foIgOd^ eine ^rimjal^l. !I)agegen 



4680 : 2 = 2340 


4680 == 2 X 2340 


2340 : 2 = 1170 


2340 = 2 X 1170 


1170 : 2 = 585 


1170 = 2 X 585 


585 : 3 = 195 


585 = 3 X 195 


195 : 3 = 65 


195 = 3 X 65 




65 = 5 X 13 



4680 = 2x2x2x3x3X5X13. 

3* 35a§ eine ^a^l burd^ 2, 3, 5, . . . tl^eilbar ift ober nid^t, öer* 
mog man an ben JReften ju erfennen, »eld^e 10, 100, 1000, . . burd^ 
ienc ^a^cn bioibirt übrig taffen. 

a) ©nc ^af)l burdf^ 2 ober 5 bibibirt giebt benfelben SReft, ate il^re 
IcfeteSteüe, g.©. 387 = 380 + 7. 5Wun ift 10 burd^ 2 unb 5 t^eilbar, 
folglid^ audj^ 380, mithin ^ängt ber SReft nur bon ber lefeten ©teile 7 ab. 

2* 
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20 ' Gemeine Slritl^ntctif. 

b) (Sine Saf)l burd^ 4 ober 25 btoibtrt giebt bcnfctben SRcft at« 
bic »tpciftcmgc 3a]&I, mit ber bte3a^t cttbigt, g.». 1852 = 1800 + 52. 
5Run ift 100 burd^ 4 unb 25 t^eilbar, folgtid^ anäf 1800, mitl^in pngt 
ber SRcft nur Don bcn bciben testen ®tcöcn 52 ab. 

c) (ginc 3a]^I burti^ 3 ober 9 biüibirt giebt benfetben JReft atö il^re 
Ouerfumme, g. ©. 2837 = 2000 + 800 +30 + 7. 5«un giebt 
10, 100, 1000 . . . burd^ 3 ober 9 bitjibirt ben »ieft 1, alfo 20, 200, 
2000 ... ben SReft 2 u. f. f., mithin giebt bie obige 3a]^t benfetben »left 
aW 7 + 3 + 8 + 2 b. i. 20, ml6)t bie Quer[umme ober 3iff^^«=' 
fumme ber 3^^^ ^^^6*- 

d) @inc3a]^I burd^ 11 bii)ibirt giebt benfelben $Reft aW bieSumme 
ber Iten, 3ten, 5ten, . . ^i^ex toeniger bie Summe ber 2tert, 4ten, 
6ten, . . Sf^^tXf Don red^t« nad^ linl^ gejäl^lt. 

3. 33. 79 345 = 70 000 + 300 +5 

+ 9000 + 40 

5Wun giebt 100, 10000, 1000000, . . burd^ 11 biöibtrt ben SReft 
1, tt)ä^renb bei 10, 1000, 100 000, . . 1 fe^It (am aufgeben); folglid^ 
giebt 200, 20000, 2000 000, . . ben SReft 2, toäl^renb bei 20, 2000, 
200 000 ... 2 fe^tt, u. f. f. älfo giebt bie obige S^af)l benfelben 
SReft atö 5 + 3 + 7 — 4 — 9 b. i. 2. 

849 023 giebt benfelben SReft ate 3 + + 4 — 2 — 9 — 8, 
ober (inbem man 2 x 11 julegt) ate 29 — 19, b. i. 10. 5Die ^affl 
ift burd^ 11 tl^eilbar, »enn jene ©ifferenj 0, 11, 22, . . beträgt. 

£)ie Slufpnbung ber JRefte einer 3^^^ ^^^ anbern ©ioiftonen j. So, 
iuxäf 7, 13, 17, u. l tu. auf bem angejeigten SBege ift toeniger einfad^ 
unb be^l^atb praftifd^ mcniger töid^tig. 2)afür aber, bag eine ^a^l 
^rimjal^t ift, giebt e« fein einfädle« Äenngeid^en» 

4* Um ju unterfud^en, ob jtt)ei gegebene S^^cn, bereu 3ufammcn* 
fefeung unbelannt ift, einen gemeinfd^aftlic^en ©iöifor l^aben, 
fud^t man ben JReft ber größern ^at}l in ©ejug auf bie Heinere, inbem 
man jene burd^ biefe biöibirt, ben SReft ber Meinem in ©ejug auf ben 
vorigen SReft, ben JReft bcö Iten SRefte« in ©ejug auf ben 2ten, u. f. f. 
bi« jum SReft 0. 3ft ber öortefete JReft 1, fo i^aben bie 3a]&fen leinen 
öon 1 Dcrfd^icbenen gemeinfd^afttid^en !J)ibifor unb l^eißen t^rim gu ein=^ 
an ber (retatii)e ^rimgal^ten). 3ft aber ber öorfefete 9teft öon 1 t)erfd^ie^ 
bcn, fo ift er ber größte gemeinfd^afttid^e ©ibifor ber beiben gegebenen 
3a^ten. 3. 35. 2812 unb 1292: 

2812 giebt in S3egug auf 1292 bcn SReft 228 

1292 ^ * ^ ^ 228 «» ^ 152 

228 ^ ^ ^ ^ 152 ^ t: 76 

152 * = :* * 76 :* ^ 
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§. 7. 2;^etI6arfctt ber Salären. 



21 



©d^ema: 2) 2812 
2584 


1292 (5 
1140 


1) 228 
152 


152 (2 
152 


76 





SDo^er [inb 2812 unb 1292 tutü) 76 t^ietftar. 35enn 76 ge^t auf 
in 152 otfo andf in 152 + 76 b. i. 228, 
' 228 X 5 b.i. 1140 " ' » 1140 + 152 > 1292, 
= 1292 X 2 = 2584 := - -- 2584 + 228 * ' 2812. 


3n ber S^at tft 

2812 : 76 = 37. 1292 : 76 = 17. 

228 76 



532 

532 





532 
532 







eine 3a]^t aber, t^etd^e in 2812 unb 1292 aufgellt, gel^t aud^ auf 
in 1292 X 2 b. i. 2584, unb in 2812—2584 b. i. 228, 



228 X 5 := 1140, ^ :* 1292—1140 
-- ^ 228— 152 
unb lann bemnad^ nid^t mel^r afö 76 betragen, 

Sei ben Ballten 389 unb 143 fin^^ 2) 389 
bet man ate »jortefeten 9teft 1. 5Diefe 
3a]^ten l^aben alf o leinen genteinf d^afttid^en 
!Dit)ifor, ber ntel^r al« 1 ift, unb finb 
}>rim ju einanber. 



2) 

1)' 

1) 



286 

103 

80 

23 

17 

6 

_5 

1 



152, 
^ 76, 

143 (1 
103 
40 (1 
23 

17 (2 
12 
5 (5 
5 





©ag man auf bem angejeigten 2Bege enblid& ben SReft finben mug, 
ergiebt fid^ barau«, ba§ bie fotgenben SRefte immer geringer werben. 

®ie größte 3<^^'f t^eld^e in jeber »on 3 gegebenen '^'^\^Xi aufgellt, 

gel^t in bem größten gemeinfd^afttid^en ©ibifor eine^ ^aare^ auf. S3e* 

rechnet man atfo ben größten gemeinfd^aftlid^en SDibifor bon 2 unter ben 

gegebenen 3^^^^^^ "^^ iDteberum ben größten gemeinfd^aftlid^en 5)ibi= 

for ber gefunbenen 3^^t w«^ ^^^ 3ten 3^^!^ fo ift bie jutefet gefunbene 

3a]^I ber größte gemeinfd^afttid^e ©ibifor ber 3 gegebenen 3^^1en. U. f. »>♦ 

5* Unter einem ©ibibuu^ einer 3^^^ berftel^t man ein SSiel^ 

d^e^ berfetben (in loetd^em bie gegebene 3ö^t ^ufgel^t). 5Der f leinfte 

jmeinfd^aftlid^e üDibibuu^ t)on 2 retatiüen ^rimjal^ten ifti^r^ro* 

ict, j. S. bie f leinfte 3a^(, in ber fomo^t 12 at« 35 aufgebt, ift 12 

c 35. 35er Ileinfte gemeinfc^aftlid^e 2)ibibuu^ ber 3^^t^« 12 unb 27, 

ren größter gemelnfd^afttid^er !I)ibifor 3 ift, toirb gefunben, inbem man 
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22 Gemeine Sttitl&metif. 

• 12 mit bcm 3tcn Sil^ctt Don 27 mutttpttcirt; 4 x 3 unb 9 x 3 gcl^ctt 
in 12 X 9 auf. 

®tc Itetnfte ^af)t, iDctd^e burd^ jcbc bon 3 gegcBcncn ^af)kn ti)dU 
bar ift, tft burd^ ben Keiriften gemeinfamcn ®it)tbuu« einc^ ^aare^ tiftiU 
bar. aOSenn man atfo ben Heinften gemctnfamen ©ibtbuug boji 2 unter 
ben gegebenen ^a^kn Bered^net, unb lüicberum ben Heinften gemein* 
famen 5Dibibuu^ ber gefunbenen ^a^l unb ber 3ten ^a^l, fo l&at man 
ben Heinften gemeinfamen 5Dibibuu^ ber 3 gegebenen ^oi)itn. U. f. ». 

§. 8. «on ben JBrüd^ett. 

!• (Sin ©rud^ ift ber Quotient be« ^af)Ux^ t)\xxä) benißenner; er 
entl^ättfo biet gteid^e S^l^eite afö ber ^cif)kx angiebt, beren fo biet auf 
eine Sinl^eit gelten, ate ber Sienner angiebt, j. 33. | = 5 : 7 unb 
entl^ält 5 fotd^e Jil^elle, beren 7 auf eine Sinl^eit gelten (§. 3, 3). 
2. !Der ©rud^ l^eißt 

ed^t, loenn ber B^^ter Meiner atö ber 5Renner, j. 33. ^. 

unecht, ^ ^ ^ größer ^ * ^ * = ^ 

@in 33rud^ mie ^, V, V> • • • / ^^ff^« 3^^^^^^ ^^Jn Sienner gteid^ 

ober ein SSielfac^e^ beffetben ift^ loirb ein uneigentlid^er genannt. 

(gin ed^ter S3rud^ ift weniger ate 1 , ein uned^ter S3rud^ ift mel^r afö 

1, ein uneigenttid^er Srudf^ ift einer ganjen ^af)l gteid^. 

6in uned^ter S3rud^ lann in eine ganje ^affi unb einen ed^ten S3rud^ 
(eine gemifd^te ^a'ffi) jerlegt toerben. Sine gemif d^te ^ai)l tarn in 
einen uned^ten S3rud^ eingerid^tet toerben. 3- ®- 
W = 347 : 36 = 9M, 28ig 
^2^ 84 

23 168 

19 



mttAxä) 1 giebt M. 28 giebt ?^g^, 28if giebt ?^^i^+^. ©ne 

gemifd^te 3a]^t ift toie eine mel^rfad^ benannte ^a^ anjufel^en, ba« 
©nrid^ten entfprid^t bem SKefoIbiren, ba^ ^tik^zn bem 9iebuciren 
(§. 4, 2). 

3. (gin S3rud^ lann ol^ne Slenberung feinet SBertl^e^ anber« auö* 

gebrüdt toerben, toenn man bie Steile ber ßinl^eit, beren einen ober 
mel^rere ber Srud^ entl^ätt, toieberum eintl^eiü; j. S3. 



1 


2 3 4 5 


2 


4 6 ~~ 8 10 


2 


4 6 8 10 


3 


6 ■" 9 "" 12 ~ 15 


5 


10 15 20 25 


7 


^ 14 ~ 21 "" 28 35 
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§. 8, SBon bctt ©rüd^eit. 23 'i^ 

inbem man jebcn ber 2, 3, 7 Steife ber ßinl^eit in 2, 3, 4, 5, . . | 

gteid^e 2;^eite tl^etlt, tüoburd^ 3^^^^^ ^^^ 9?enncr 2, 3, 4, 5, . . mal '^ 

[d gro§ toerben. .v 

2Wan !ann alfo ben ^mtx unb ben Sienner ctnc^ ©rud^e« mit ber* 1,* 

fetten beliebigen äa1)l muiti^jliciren, j, ©♦ ».^ 

5 5 ><J7 _ 35 

8' 8 X 7 ~ 36 • "f 

M IBnnen in 144tel ijemanbelt merbcn, »eil 144 burd^ 8 ti^eifbar ^— 

ift; man multi))licirt ben ^älikx unb ben 9Jenner mit 144 : 8. Dagegen ' i 

tonnen 8tel nid^t genau in lOStet t)ertt)anbett toerben, tt)etl 8 in 108 J 

nid^t aufgellt. ,^ 

Umgefel^rt fann man anä) ben ^!xf)Uv unb ben 9lenncr eine« SSrud^e« . '; 

burd^ biefelbe betiebige ^af}i bibtbiren, j. ©. > 

26 ^ 26j^ j3^ ^^ 2 r! 

65 ~ 65 : 13 5 * •. i 

OWan fürjt ben 5luöbruc! beö Studie«, inbem man feinen ^af)Ux /^ 

unb 9ienner burd^ einen gemeinfd^aftlid^en 'iDiüifor berfelben biöibirt. - ; 

3ft ber ^mtx |)rim jum 3ienner (§. 7, 4), fo l^at ber ©rud^ feinen ' ',1 

einfac^ften unb anfd^aulic^ften Slugbrudt. ,!•' 

J)a 1 gu§ = 12 3oÜ = 12 X 12 b. i. 144 ginien, fo finb 

1 äoü = fV m. 1 Sinie = ^ Bott = ^li m, '■ 

3 Bot! = Ä ober ^ gug, 8 ginien = f^ ober f 3oII, 
7 3oü 6 ginien = 90 Sinien = ^%; b. i. f gug, u. f. tx>. 
^ tann näl^erung^meife in 12tel t?ertt)anbelt merben, inbem man bei* 
bcrfeit^ mit 12 multipticirt unb (näl^erungötoeife) burd^ 7 bitjibirt: 

T - 7 -X I2 = -TT = 12 genauer at« ,| (§. 3, 4). 

ÜJZan lann bte Umformung ber Srüd^e aud^ burd^ bie 33emerfung .. 

erläutern, ba^ 7 x 9 in 5 x 9, wie 7 Z^x. in 5 Sl^trn., ebenfoüiel* ; 

mal entfallen ift, atg 7 in 5 (§. 3, 2), baf folgli^ H = 4 ift- 

55ie Umformung üon Srüc^en burd^ 5Dibifion lommt befonberö bti 
ber SDiuttiplicatien unb üDioifion ber Srfid^e in Slntoenbung. Durd^ ge^ 
prige aJinttiplication i^rer 9^enner unb 3^^^^^ toerben bie S3rüc^e auf 
benfelben 9f?enner gebrad^t, unb bamit jur 3Sergteid^ung, fo tote ^ur 2lb* 
bition unb ©ubtraction geeignet. 

\ §. 9. Slbbition unb ^ubtraction ber JBrüc^e. 

1* Srüd^e bon bemfelbenSlenner toerben abbirt ober fubtra^ 
l^irt, inbem man bie 3äl^tcr abbirt ober fubtra^irt, 3- *• f + 4 
= ^-^i^ = i toeil 2 Steile + 3 2;^eite, beren 7 auf eine ©inl^eit 
gelten, 5 fold^e 2;^eile finb. 



r 
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24 ®emcinc Slritl^mettf. 

2* + 3f = I + f + 2 + 3 = 6. 
i?r — Ar = ~ji" = A/ 

1 - I = f - f = i 

6| — 44 == 14. aßan fubtral^irt 44 t)on 5 unb abbtrt bie gc^ 
funbencn ^ ju If. 

»♦ Srüd^c üon bcrfd^iebcncn ^Rennern toerben abbtrt ober 
fubtral^trt, nac^bcm fic auf benfclben 9lcnncr gebrad^t toorbcn (§. 8, 3). 

ÜDic ©rüd^e f unb f erl^alten betbc bcn 9lcnner 5 x 7 b. i. 35, 
lüenn man bcn 5Renner unb bcn S^^^er bei bem erftcn mit 1, bei bem 
jtoeiten mit 5 multi^jücirt (§. 8, 3). !Cie ftatt ber Srüd^e f unb 4 
gcfunbenen f^ unb fg fönncn abbirt unb fubtral^irt »erben. 

5Die Srüd^e ^^ unb |, ttjoDon ber 5Renner 4 im 5Renner 12 auf* 
gel^t, braud^en nid^t einen größeren 5Renncr afö 12 ju erl^atten, toeil 

4 4 . 3 ~ 12 • 
J)ic Srüd^e f^ unb |, bereu ^Jlenner ben gemetnfd^afttid^en ®i»)t* 
for 3 l^aben, brandneu nid^t auf ben 9ienner 12 .x 9, fonbern nur auf 
ben 9Jenner 12 x 3 b. i. 36 gebradf^t ju t^erben, inbem man bei bem 
erften 33rud^ mit 36 : 12 b. t. 3, bei bem jtoeiten mit 36 : 9 b. i. 4 
ben 9lenner unb ben '^(Ajkx muttipitcirt. @o erl^ätt man ftatt ^^ unb 
I bie gteid^namigen Srüd^e f^ unb |f . 

8* 35er Keinfte ^lienner, auf tocld^en mel^rere Srüd^e gebrad^t »er^ 
bcn tonnen (Oenerafnenner), ift ber fleinfte gemeinfd^aftlid^e ÜDit)ibuu« 
ber einxelnen 5Renner (§. 1, 4). Um benfetben unmittelbar ju bered^nen, 
läßt man bie ^Renner unbead^tet, njetd^e in anbern S^ennern aufgellen, unb 
multi))licirt bie gcmeinfd^afttid^en ©iüiforen ber übrigen 9?enner mit ben 
befonbern ©iüiforen berfelben. (S^ feien j. S. bie 5Renner ber Srüd^c 

18 12 15 6 24 35 10 4 21 J 05 56. 
aWan ftreid^t 6, 4, 12, toeil fie in 24 aufgellen, unb 15, 21, 35, toeit 
fie in 105 aufgellen. (Sine Untertaff ung in biefer §infid^t bringt feinen 
gelter.) 3Son ben 5Rcnnern 

18 24 10 105 56 
l^aben 18, 24, 10, 56 ben gemeinfd^aftüd^en Dibifor 2, unb il^r gemein* 
fd^aftlid^er 9ienner ift 2ma( fo groß, ate i]&n bie 9lenner 

9 12 5 105 28 
erforbern. §ier»)on fäüt ber 5Renner 5 meg, loeit er in 105 aufgellt. 
SSon ben 9lennern 

9 12 105 28 
l^aben 12 unb 28 ben gemeinfd^afttid^en gaclor 2. 3^r ©eneralnenncr 
ift 2mal fo groß ate ber für bie Slenner 
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§. 9. abbitten unb ©ubtraction bei 9x&<S)t. 
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9 6 105 14 

erf orberIid|>e, tDel6)tx totcbetum 2mal f o gto^ tft ol8 ber, ouf »etd^en bie 9ienner 

9 3 105 7 
gebrad^t toerben fönnen. SBoit biefen bleiben 3 unb 7 unbead^tet, toeil 
fie in 105 oufgel^en. 2)ie ißennet 9 unb 105 l^oben ober ben gemein» 
fc^ofttid^en S)it5ifor 3, unb etforbetn ben ftemeinfd^aftlid^en 5Wenner 3 x 
3 X 35, mitl^iu ift ber gefud^te Iteinfte ©eneraincnner 2x2x2 
X3x3x5x7 = 2520. 

^<i)tma: 18 ("12) (15) (6) 24 (35) 10 (4) (21) 105 56 (2 
9 12 (5) 105 28 (2 

9 6 105 14 (2 • 

9 (3) 105 (7) (3 

3 ^ _ 35 

2 X 2 X 2 X 3 X 3 X 5 X 7 = 2520. 
Man l^ebt nuv einfädle gemeinfd^afttid&e 3)ibiforen (2, 3, 5, 7 . . .) in 
auffteigenbev Orbnung an«, um nid^t mögtid^erweife butd^ unni5tl^ige 
gactoren ben ©enerolnenner ju »ergv8§ern. 

Um für bie einjelnen SSrüd^e bie ^ai)kn ju finben, mit benen bie 
3äl^Ier tote bie Silemn ju mntti^)ticiven finb, fann man bie §. 7, 2 ge» 
maiiteit SSemerlungen benufeen. 

18 b. i. 2x3x3 in 2520 ift 2x2x5X7 b. 



12 
15 



2X2x3 
3X5 



2X3X5X7 



t. 140mal entl^. 
210 * 



6 ' ' 2x3 



24 
35 
10 
4 
21 
105 
56 



2x2x2x3 

5X7 

2X5 

2x2 

3x7 

3x5X7 

2x2x2x7 



15M 


52 


+ 13§^ 


28 


+ 28if 


21 


22 


91 



93 



22 

676 
1036 

399 
JÖ37 

2748 

^184 

564 



- -^ 2X2X2X3X7 =» ^ 168 ^ 
^ ^ 2X2X3X5X7 ^ ^ 420 =* 

- * 3X5X7 :* * 105 ^ 
^ 2x2x2x3x3 *= «= 72 ^ 

- - 2x2x3x3x7 =* ^ 252 =* 
- 2x3x3x5x7 ^ ^ 630 ^ 
:^ 2x2x2x3x5 ^ * 120 * 

^ ^ 2X2X2X3 :* ^ 24 ^ 
* ^ 3X3X5 * :» 45 ^ 

»eifptel. 

21 39 52 12 (2 
21 39 26 6 (2 
21 39 (13) (3) (3 
7 13 



1092 



. 47 

1092 ^^^91 



2x2x3x7x13=1092. 

1092 : 21=52, 13x51= 676. 

39=28, 37X28=1076. 

52=51, 19x21= 399. 

12=91, 7x91= 637. 

1092 "• ^- ^• 



21 21 . 52 

l^ll = 2^^^, tüetc^er Örud^ Derfürjt werben !ann, inbem beiberfett« 
bur^ 4 unb tmä) 3, atfo burd^ 12 bibibirt toirb. 
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®emcine 3(titl(mctil. 



Ober: 15^ 

+ 35^y 

1 



41 52 

7ij9 

101 

84 



84 



im 

+ 28H 

1 



148:156 
J7 
205 
156 



51U 

+ 42^ 



131221:1092 
7 343 



93 



iU:Oi.ü 



51 

15iJ 
77 . . 



141 : 273 
169 



42 . . . T»^,r 
77|4fl 1245:273 
13f| 171259 



63|||4|148 
— 28if!3| 57 



156 



m 



63 . . .mot>.U 35. . ^ ob. /,. 
SWott fttbtta^irt ^ff bon 1 b. i. |4|, unb abbirt bie ©ifferenj ju 
m, u. f. »D. 

§. 10. ÜRulti^JÜcatton unb 5)i\)ifion eine« 33rud^c8 
bur^ ganje ^a^ltn. , 

1. Um einen Srud^ mit einer ganzen ^a^l ju multiplictren, 
muüijjßctrt man ben ^ä^ter; j. ». f x 5 = ^* = V* = 3|. 
!£)enn 3 Sl^eile, beren 4 auf eine (Sinl^eit ge^en, 5ma{ genommen, finb 
3X5 fold^e Steile. Dber: ben 4ten Ji^eit oon 3 exmt mon 5moI, 
tnbem man ben 4ten 2^ei( oon 3 x 5 nimmt. 

^er )u bered^nenbe Sdtad) ift bor ber 9ere(i^nung fo biet atö mög^ 
fi(^ jtt »erlürjen (§. 8, 3), j. ». 

I X 12 = ^—^ = ?^- == 4i. 

I X 8 = ?^ = 3x2 = 6. 
I X 8 = 3, b. ^. Srud^ x 5Renner == Ballier, toeit ber Sdxü<!^ ber 
Quotient be« 3ä^ter« burd^ ben iJienner ift, unb Quotient x "Biüifor 
= 35töibenbtt« (§. 3, 1). . 

Um eine gemif^te ^ai)l ju muttij)Iicircn, multiplicirt man ent» 
loeber ben ®rud^ unb bie ganje ^af/l unb abbirt bie ^robucte, ober 
mon ri<i^tet bie gemifd^te ^affl ein unb »erfährt toie oben, 
3. ©. 86^ X 48 ober: 86j^ x 48 



16 216 : 
688 86 
344 Ä 
4144 


13 
} benant 


172 

516 
9 
2245X48 
26 


2245x24 
13 


• 


4490 
8980 




eben fo bei me^rfad 


53880 : 
18 
58 
60 
8 
tten ^a^tn. 


13 = 4144^. 
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§. 10. SKuttt^ficatton unb ©tbtflon eine« örud^c« bur^ ganje 3a^Iea. 27 

2. Um einen Srud^ bnvd^ eine ganje 3^^^ ju biüibtrcn, muftt» 

|)Iicirt man ben 9ienner; j. ©. 

* ' ^ = r^ = A ö" ^^f^"- "^ ^"^* 4"^^^ ^")- 

S^l^etlt man bie 4te( einer Stnl^ett in j[e 5 gletd^e Si^eile, mitl^tn 
bie ßtttl^eit in 4 x 5 b. i. 20 Steile, fo erl^ätt man ,V «^ 5tcn 
I^eil üon [, nnb ^^ at« 5ten X^fcit Don f. 3tt ber "SJfat gtebt ber 

Ouotient ^^-^ ober ^, mu(tt|)Ucirt mit bem S)tt)tfor 5, ben J)it)i- 

benbu« | (§. 3, 1;. 

®er ju berec^nenbe ©ruc^ tft bor ber Sered^nung fobtct ate mög* 
Itd^ JU »erfürjen, j. S3. 

U '* ^^ = 28 X 15 "^ 28"><~r "^ Ä 
M : 25 = ^, II : 5 = Ä. 

äßan fann ben ^^^let fofort bibtbtren, »enn lein 9teft bleibt. 

Um eine gemifd^te ^af)i ju bibibiren, bit)tbtrt man bie ganje 
3a]^I, toenn fie größer tft atö ber ©ibifor, rid^tet bie ate 9teft bcr* 
bliebene gemi[d^te 3a^I ein unb berfäl^rt toie borl^er. ÜKan fann aud^ 
bie gegebene gemifc^te ^af^l einritzten unb mie oben »erfahren. 

3. a 826| : 17 = 48| ober: 826| : 17 

^A._ J613_ 

146 8x17 * ^®* 

136 

52|| : 39 = 4A : 3, inbem man beibe Zf)txk ber gemifd^ten 
3a]&( unb ben ©ibifor burd^ 13 bibibirt. 

Um 18 @gr. 7^ ^J^l auf einen Xl^aterbrud^ ju rebuciren, fagt man 
junäd^ft: li ^f. = 7^ : 12 @gr. = | ©gr. 35ann 18| ®gr. = 
8| : 30 Z^x, = U 2:^Ir. Um U Xf^aUx ju refolbiren, fagt man 
nun lürjer ate §. 4 gejeigt mürbe: 

II J^tr. = II X 30 ©gr. =^1^ b. i. 20| ©gr., unb f ©gr. 
= I X 12 ^f. = 10 ^f., ba^er H Z^t. = 20 ©gr. 10 ^f. 

§. 11. ÜJlultipIication unb ©itjifion 
bur^ einen 23rud^. 

I. Slnftatt beS auöfü^rlid^ern 2tu6brudt« „ben 4ten Sl^eit einer 
®ri5§e 3mat nel^men" gebrandet* man ben lürjern „f (bon) ber ®rB§e 
nei^men" ober „bie ©rß^e Jmal nehmen", obgteid^ ein 2ßutttpticator 
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urfi^rfinatid^ nur eine gange 3al^t fein fann (§. 2, 3). 3- ®- f ^^^ ^ 

(Str. finb ^^ b. t. 3f 6tr. ©et bcm Slu^brud „| bon 5 6tr." ift 

nid^t tttoa an ©ubtral^tren bon einem aWinnenbu« ju bcnfen. Se^ 
ftimmter fagt man: fmat 5 Str. 

aßit einem ©rud^e multi|)ticiren ift bal^er: burd^ ben 9ien^ 
ner bibibiren, nnb bett Quotienten mit bem 3^^^^^ mutti}3ticiren; ober 
mit bem ^mzx mutti|)ticiren unb baö ^robuct burd^ ben 9lenner bibi* 
biren. 3- ®- Um eine OriJ^e mit | ju mutti^jItcireU; lann man ent* 
»eber bie ©röge burd^ 4 biüibiren unb ben Quotienten mit 3 multi* 
|)Iiciren, ober bie ©röfe mit 3 mu(tt))liciren unb ba« ^robuct burd^ 4 
bibibiren. üDenn ber 4te Z^M ber 3fad^en ©röße ift 3mat fo gro^ 
at« ber 4te 3;^eit ber einfad^en ©röße* 

Um bie jäl^rtid^en 3^^^« ^^«^^ 6a|)itate jn 4 ^rocent ju bered^=* 
neu, l^at man, toeit 100 STl^lr. SaJpital 4 S:]^Ir. 3'«^" 8^^^«^ mitl^in 1 
Z^x. 6a^)itat y^ Z^x. 3infen (§. 6), ba« Kapital mit t*it, M 5 
^roc. mit Y^, bei 3^ $roc. mit 3^ : 100 b. i. ^h l"^ multij)ticiren. 
©er ?lu«bru(I ^rocent bertritt ben 9lenner 100. 

2^ Um einen a3rud^ mit einem ©rud^ ju muttij^ticiren, 
multi|)ticirt man ben ^&Wx mit bem S>^^tx unb ben 5Renner mit bem 
g^enner. 3. SB. 

i X ^ = r><i = ^• 
iDenn | : 7 ober j-—- mit 5 mufti|)ticirt ßiebt |^4 (ju tefen: 
,,3mal 5 burd^ 4mal 7"). Ober | x 5 b. i. ^-^ burd^ 7 bibibirt 
giebt j~ toie bor^in. 

12 X 15 3X3 



IJ^ ^ Tt — 25 X 16 5X4 
7 . . ^ 7X4 1 



if X if = 25^ 
TY X -h "= irx~21 "" 3X3 "^ 
i X f X I = 2X3X4 "^ ^• 
AxAXfX20= — g^ ^^21 X 8 



Um mit einer ^emifd^ten ^af)i ju mutti))Iiciren, multi|)licirt 
man entmeber mit bem Srud^ unb mit ber ganjen 3^^^ unb abbirt bie 
^robucte, ober man rid^tet bie gemifd^te ^aifi ein unb muttiplicirt mit 
bem uned^ten SSrud^e. 
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§.11. a)i2uIti))Iication unb. 2>i6iflon but^ einen Sßvuä). 



3. SB. 45f X t7| = IX 
45 X 

|X 

45 X 



29 



1 


i 


1 


30 


17 


12| 


17 


315 




45 



Dber: 45f x 17| = 



183 X 53 
4X3' 



= 808i 

61x53 : 4 
53 
318 



3233 : 4 = 808|. 

35X 17X9X 52 7X3X l3_pQ- 



^HxHX^iX^-^ — 22x 5x 4X17 4. 

Um eine mel^rf ad^ benannte ^af)l, tocld^c einen S3rud^ entl^ätt, 
mit 27| ju muttiptictren, bered^net man ben 5ten 2:i^U berfctben, mu(* 
tiplicirt biegen mit 2, foiüie bic gegebene ^af)l mit 27 unb abbirt bie 
^robuctc; ober man multipticirt ben 5tcn Z^tU fofort mit 137. 3(u^ 
fann man bie gegebene ^aifl refotoiren, mit ^|^ multipticiren nnb baö 
^robuct rebuciren. 3- ®- 

18 Str. 57 ^fb. 19f 8ot^ X 27f 



3 


= 77 " 
= 57 » 


1611 " 




3 . 77 M6 If » 


X2 


18 


194 » 


: 5 


1 1 1 52 




3 


330 


64 




6 154 35 






387 


83 




7=155 ii> 






37 


33 




45 » 






2 


34 = 


= ¥ 








18 = 


57 


» 19 


4 . X27 






14 


16 


19 


135 : 7 






216 


399 


243 


65 






27 


114 


27 


^" 






500 ■■ 


= 1555 
45 
15 


532 
32 
" 212 
192 
20 * 








7 * 


45 * 


m ' 








500 * 


15 ' 


20? " 







507 Str. 60 ^fb. 21tt 8ot^. 
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Dber: 3 (5tt. 77 m. 16 M 8ot6 x 137 



Ober: 



(Stmeitu arit^mtttf. 




3 (5tt. 77 ?fb. 


16 


M 8ot^ 


96 71 
411 959 


101 

822 


822 
274 


507 - 959 


137 


3562 : 35 


10620 
72 


2239 
224 


62 
35 


60 » 


53 
32 
21 


H 


8 etr. 57 ?fb. 19^ 8ot^. 





1980 
57 



2037 $fb. 

6111 
4074 
19^ 



65203^ 2et^. 

456426 
1369278 
3194982 
62530362j^:35 = 1786581i«':32 = 55830Ä': 110=507 (Etr. 
35 160 83 

275 186 60 {?. 

245 J60_ 

303 265 

280 256 

230 98 

210 96^ 

203 21 8ot^. 

175 
286 
280 
62 
35^ 

H 

3. Um burd^ einen ®ru^ }u btbibiren, tnttlti)>ltctrt man 
mit bem umgetel^rten (recijjrofen) Söruc^; j. ©. 

3 : i = 3 X f -= ^ = 3|. 

U)ie Slufgabe, 3 burd^ f ju bicibiren, entfpringt junäd^ft barau«, ba§ 
man ba^^er^Itnig bon 3 ju | fud^t, b. 1^. fragt, tpiebielmal f in 3 
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§.11. aWuIti^Ucation unb 2)tt)tf!on burdj einen ©ru^. 31 

enthalten tfl. 9ftun ift 3 = ^^ unb i in ^- foitetmal mÜ}aU 

im als 4 in 3 X 5, mmüä) -^mal (S« entfielt aber — -^ 

baburd^ auö 3, ba^ man mit bem S3rud^c | mutttpHcirt, toctc^er burd^ 
Umfe^rung beö Srud^eö f gebitbct ift. 

3u bemfelbeu 3te(e fül^rt btc Ucberlegmtg: | in 1 ift 5mat, ^ in 
1 ift ben 4ten S^eil fobiet b. i fmat, i in 3 ift 3mat fobiet b. i. 

5x3 

—^ — mal entl^alten u. f. tt). 

©ie JRid^ttgleit be« Duotienten 3 x ^ beftätigt fid^, inbem er mit 
bcm S)it>ifor ^ mutti^jücirt beti SDiüibenbu« 3 gicW (§. 3, 1). 

gbenfo ift 3f : f = 3f xf = ?f^J = W = 4^, tpeit 

3? X f X f = 3|. (Um ben Quotienten auf bem anbem SBege ju 
finben, mü^te man bie Srüd&e auf benfelbcn 5Renner bringen.) 

3f : i - 31 X 5, 1 : i = 5, J : | = f , u. f. tD. 

4. Um burd^ eine gemifd^te 3^^^ ju bioibiren, mu§ man fie 
einrid^ten unb mit bem umgefe^rten ©rud^ mutti))ticiren. 3- ®- 
3 : 5^ = 3 : V = 3 X :Ä = 14. 
3f : 5i - ?^^ = Mi 

(So ift 3 : 5J toeniger ate 3 : 5, tocit ber 3)ibifor 5-J me^r a(« 
5 ift. Jüiit ben STl^cilctt be« gemifd^tcn 35ibifor« lann nid^t ol&ne ^tu 
tere« gered^net »erben. 

5Die Slufgabe: 7 Z^x. 13 @gr. burd> 2f ju biüibiren, ben Quo^ 
tienten mit ^ ju mutti))Iicirett, ba« ^robuct burd^ 5f ju bit>ibiren 
unb ben Quotienten mit 1^ ju mutti^JÜcircn^ — totrb nad^ §. 10 be^ 
jeid^nct 

7 Z\)ix. 13 @gr. x H X Ij 

n X H 

unb giebt nad^ Slntoenbung ber t)orfte]^enben {Regeln 

7 Zffix. 13 ©gr. X6xl6x5x9 
17 X 3 X 27 X 5 
ober berfürjt 

3)er ^u8btu(f „burc^ cincil S3ru(^ bibibiren" ift nid^t tocnijer Hlnpd; , als ber 
?lu§bnicf „mit einem Sßxn6)t muUi:pUciren", »emi ber Ouotient einen Z^di be« 
2)iötbcnbu« bebeutcn fott. 2)er ^uöbrud „eine ©röße burd^ i biöibiren" ober „ben 
^ten X^eit ber ©rößc nel^men" ifi afcer glteit^bcret^tigt unb mäf bem Ofeigen gleid^=* 



itTiv 
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32 (Semeine ^titl^mettf. 

bebeutcnb mit bem «u^brurfc „bie ©röge f mal nehmen'' (§. 3, 3). 2)a6 eine 3atl 
burd^ einen eckten SBruci^ biöibtrt größer toirb, ifl ebenfo toenig l&cfrembli^, ol« baß 
flc mit einem e^ten ©rut^ mnlti^lictrt Heiner toirb. 



§. 12^ Stnfad^e unb jufammengefe^te JRegel be tri 

mit JBrüc^en. 

1* !Oic in §. 5 aufgcfteötcn ©äfte iiffaUtn i^xt ©cltung, tocnn 
man ftatt bcr bort borfommenbcn gonjc« 3^^^« Srüd^e ober gemifd^tc 
^affUn cittfül^rt. 

3. S. } ^fb. foftct ben 7ten SEl&cH fobiet ale 1 ^fb., nnb f ^fb. 
foftcn 4mat ben 7ten Jl^cit fobicl al9 1 ^fb., tooffir nad^ §. 11, 1 gc*= 
fagt toirb: 

f $fb. loften 4mal fot)iet al« 1 ^fb. 
eben fo toie man fagt: 

5 ^fb. foften 5mat fobiet jiK 1 $fb. 

gerner loftet 1 ^fb. 9mal fobiel ate i ^fb., 5 ?fb. 9mal fobiel 
ate I ?fb., ba^er foftet 1 ^fb. 9mat ben 5ten Zfiül fobiel b. t. fmal 
fobiet afö f ^fb. 2Ätt f mutti|)(ictren ift aber baffetbe, ate burd^ | 
bibtbiren ober ben ften Jl^eil nel^men (§. 11, 4); bal^er fann man ben 

1 $fb. loftet |mal fobiet atö f 5Ufb. 
aud^ toie folgt audf)}re(^en: 

1 $fnnb foftet ben ften SE^eit fobiet at« f ?fb. 
eben fo ö)ie man bei ganjen SiO^^kn fagt: 

1 ^fb. foftet ben 6ten S^eit fobiet at« 6 $fb. 
S)ie einjetnen ©äfee ber {Reget be tri (§. 6) taffen fid^ bal^er mit 
©rüd^en gcnan eben fo anfftetlen, al6 mit ganjen ^affkn, 

aufgäbe. 

9| gtt aBaare foften 472 Z^ix. 20 ®gr., totebiet toerben 34? Str. 
foften? 

Slufl. 9| etr. foften 472 Zf)lx. 20 ®gr. 
l 6tr. foftet ben 9|ten Zf)tH fobiet b. i. 

472 2:^tr> 20 @gr. 

34| etr. foften 34?mal fobiet b. i. 

472 JE^tr. 20 ®gr. x 34f 
9| 
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§. 12. (Shifad^c unb jufammengcfcljtc bieget bc tri mit Svüd^cn. 33 
^. ^ , 472 %^v. 20 Sgv. X 240 X 5 118 Z^x. 5 ©g r. X 100 

<lUvV. z; :^ — 77:; — — ^-' 

7 X 48 7 

= 11 816 Zl)ix. 20 ®gr. : 7 = 1688 Z^x, 2? ©gr. 

2lnin>. 34f Str. foften 1688 Z^x. 2^ ©gr. 

Slufgabe. 

ein gorft ift 17 da^xt lang um 1| ^roc. feine« anfängUd^en Se* 
ftanbe« iä^rlid^ gema^fen \xn\> f)äü 16 608 klaftern. 3Btc groß toax ber 
anfängliche ©eftanl)? 

Slufl. 2lu§ 100 Äfaftern tDurben in 1 ^ai)x 100 + Ih in 2 
3a]&ren 100 + If x 2, in 17 3a^ren 100 + 1| x 17 b. i. 129| 
Ätoftern. SBeil mäf bem anfänglid^en öcftanb gefragt ift, fo fagt 
man: 

129f Staftern finb au« 100 Staftern entftanben, 
100 m. 



1 
16 608 



129| 

100 m. X 16 608 
129i 



^^^^ 100 ^I.X 16 608 XJ _ ^^^ g(. X 32 X 4 = 12 800 m. 
51» 

«nt». ®w onfängtid^e ©eftont» toar 12 800 ^aftern. 

Aufgabe. 

Sit« t»er ©Reffet Sorn 4| X^t. loftete, ev^telt man für 10 ©gr. 

7i ?fb. »tob-, toieöiet er^ft man, toenn t>er ©d^effet 3J J^It. 

toftet? 

«ufl. ©et 4| Sn^tr. Äorn})rei« erl^ielt man 7^ ^fb. S3rob 
= 1 ' '- '- » 7J ?fb. X 4| 

. 3i . . , , 70ib_>< It 

«u... ^^#^^^-' = 10 m 22 8ot^. 

Slntö). S35enn ber ©d^effel Sorn 3^ Z^x, loftet, fo erl^ält man für 
'0 ©gr. 10 ^fb. 22 8ot^ ©rob. 

atufgabe. 

(gin Dd^« auf ber S35eibc an einem 7| gug langen Seife frigt in 
Jagen ba« ®ra« <ikf toeld^e« er erreid^en fann. SBiebiel 2:age tommt 
au«, toenn ba« ©eit 13f gug lang ift? 

»alto«T. I. 4. «ttfl. 3 



Digitized by VjOOQ IC 



34 ©emcinc ^rlt^mctif. 

«uftSfung. 

Sföenn baö @ett 7^ gug tanfl, fo xtxäft ber Dd^« 2 Sage 

2 * 



1 
13| 



7ix7i 

22:agext3|X13| 
' ' ' ' * 7ix7i 

^enn ber Ärei« bon 2 guß SRabiu« ^t 2 x 2mal fobiet gtäd^e ate 

ber ^reis bon 1 guß SRabiue, u. f. tt>. (§. 5, 4). 

9ritÄr ^ 3:» X 55 X 55 X 2 X 2 11 X 1 1 .^ er,,, 

^"''' 4 X 4 X 15 X 15 = 2^r3^ 3 = ^^ ^'^'• 

3lntn). SBJenn ba^ ©ett 13| gug lang ift, fo ^t ber Od^^ 6H fe« i- 
faft 7 5£age ju frcffcn. 

Slufgabe. 

3| Ouart füttcn einen SSJürfet bon 6 ^oß Sänge. SBiebiet fagt 
ein SBürfet bon 4 gug 4 3^0 Sänge? 
5lufl. S)er Surfet bon 6 Bott Sänge fagt 3| Quart 

3f Ouart 



» 52 



6X6X6 

3f QU.X52X52X52 



6X6X6 

51««^- ^\^^fi S ^ f ^/^ = 13 X 13 X 13 = 2197. 
ö X o X D X o 

Slntlp. gitt SBürfel bon 4 gu§ 4 Bott Sänge fagt 2197 Ouart. 

2^ Slufgaben, beren Söfung mel^rfad^e 3lnti)enbung ber flieget be tri 
erforbert, ^ei|en Slufgaben ber iufammengefefeten 9?eget be tri 
(Regula quinque, septem, u. f. tt>., Settenreget). 

Slufgabe. 

2Benn 5 gtr. für 2^ %f)lx. 14 aReiten mett gef^afft toerben, loie^ 
biet ja^tt man für 21 6tr. 25 SÄeiten toeit? 
Stuft, gür 5 Str, jal^tt man 2^ Z^ix,, unb bei gteid^er ©ntfernung 
für 1 6tr. ben 5ten S^eit, für 21 Str. 21mat fo biet, b. i. 
21 S:^tr. X 21 
5 
©iefe Saft 1 aRette toeit ju f^affen foftet ben 14ten SC^eit, 25 SWeiten 
toeit 25mal fobiet, atfo 

2i Zf)lx. X 21 X 25 
5 X 14 



\. 
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§. 12. ©nfad^e unb jufammeiigefe^tc Sieget be tvi mit ©rüd^en. 



35 



S(u0r. 



5 X 21 X 25 



V = m- 



2X 5 X 14 

äntttj. 21 gtr. 25 3Äei(en weit bften 18| Z^x. 



Slufgabe. 



mieüiet 



5£^tr. au^geCie^ett, menn 



Cent H)av ba§ ßapitat 

e6 in 20 3al^ien 5670 Ziflx. 3tnfen getragen ^at? 

Stufl. 6300 £^tr. trugen in 20 3a^ren 5670 Z^r. ^infen, in 1 

3a^r beu 20ten Zi^üi foüiel; 1 J^lr. trug ben 6300ten S^eit, 100 S^(r. 

lOOmat foDie(, b. i. 

5670 Z^x. X 100 



2lu^r. 



567 



20 X 6300 
4i 



3tnfen. 



2 X 63 

iintto. 3)aö Sa})ital 6300 S^tr. [tanb ju 4^ 5proc. ^infen aue, 

aufgäbe, 
einen ßanat 735' lang, 10' tief, 21' breit ju graben braud^en 140 
arbeitet, meldte täglich 7| @tunbe arbeiten, 546 2:age. äöie taug toirb 
ein 15' tiefer, 25' breiter ßanat, tüetd^er in 324 2;agen, 8^ Stunbe 
tägti^, 182 Slrbeiter graben? 

Hüft. aOSenn ber 6anal 1' ftatt 10' tief ift, fo roirb er, unter fonft 
gleiten Umftänben, lOntat fo lang; lüenn er 15' [tatt 1' tief ift, toirb 
er beu löten S^eil fo (ang. 

SÖenn ber Sanat 1' ftatt 21' breit ift, fo toirb er 21mal fo taug; 
jtDenn er 25' ftatt 1' breit ift, n?irb er beu 25ten J^eil fo lang. 

SBenn nid^t 140, fonbern 182 Strbeiter t^axan graben, fo Joirb er 
fben 140ten S^eil 182mal fo lang. 

2ßenn bie Arbeiter nic^t 546, fonbern 324 Sage graben, fo mirb 
er ben 546ten J^eil 324mal fo lang. 

aSenn bie Arbeiter tägüdi^ nid^t 7^, fonbern 8^ ©tunbe arbeiten, 
[fo toirb er ben 7Jten 2:^eil 8imal fo lang. Sllfo U)irb ber 6anal 
73 5' X 10 ><_21JXJ82 X m X_8| j 
15 X 2 5 X 140 X 546 X 7| ^' 

.,, ^ 735 X 10 X 21 X 182 X 324 X 25 X 2 _ 



Slntto. 



15 X 25 X 140 X 546 X 3 X 15 

ÜDiefer ßanal toirb 352^ gug lang. 



352i. 



aiufgabe. 
SSßieöiet prent. gu§ fmb 139 par. gu^, ba 15' pax. = 16' engl, 
l28' engl. = 27' öftr., 139' öftr. = 140' l^reug.? 



3* 
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36 ©emcinc Slritl^mctif. 

äufl. ÜDa 1' pax. = |f' engt., fo ücrtoanbctt man pax. gu§ in engt, 
guß, inbem man mit |f mnttipticirt, n. f. to. golgtid^ 

139' ,a. = l^,f-15 engt = '-^^^^ öftv. 

_ 139' X 16 X 27 ><U0 , 

~ 15 X 28 X 139 *^""^' 

2m«r 139 X 16 X 27 X 140 _ ig X 9 = 144 
^"'"^' 15 X 28 X 139 - !'> X « l^'l- 

21 nt». 139' j)ar. = 144' pxiü% 

Slufflttbe. 

iEßie tl)eucr wirb 1 teljJiiaer ^funb SOSaare »erlauft, Bon ber 1 ^am« 
burger <ßfunb 6i äWor! !oftet, wenn bte iBerfenbung 5 ^roc. Unfoften 
gemad^t l^ot unb 8 ^roc.®etDtnn genominett »erben? (1 a)Jarf = 1 2:i^lr., 
100 ^fb. ^amb. = 103J <ßfb. Iet))i.) 
Sluf t. 1 i)amb. ^fb. foftet in §omburg | Jl&Ir., in 8eij)jtg bei 5 ^roc. 

Unfoften {Umai fobiet; 1 Ieii)j. ^fb. loftet jSntat fobiel, unb mit 

8 ^roc. ©ewinn oertonft ^^mai fobiet, otfo 

5 g:^tr. X 105 X 100 X 108 
2 X 100 X 103i X 100" 

^"*'^- ^207Xl 5^~ = "2F ^^^'^^ = ^ ^^'^- ^^ ^8'- *** *^ 
Slntto. (Sin tei})?. ?funb biefer S33oare »irb für 2 5£l^(r. 22 Slgr. 
lÜ ¥f. »erlauft. 

Slufgal&e. 

<S« folt in 8eii)jig ein SBed^fet bon 1000 ©ucaten auf Slmfterbam 
gefouft »erben. $)er ämfterbanter Sour« in Seipgig ift 143^ (%^aUx 
fftr 250 l^oQ. @u(ben be« SBed^fetö). !£)ec 'S^acakn gilt in Slmfterbam 
5 ©utben 68 Centime« a Oulben = 100 (Sent.). !Der SBed^Äter er» 
pit i ^roc. nebft 1 «ßromiae (ttAtt) ÜJiänergebü^r (Sourtage). SEBiebiet 
foftet ber SBed^fet? 

Slttft. 1000 ©uc. = 1000 X 5,^ ®ulben 
_ 1000 Xb^X UH 



250 ^^^'^• 



mit ü ^roc. Unfoften 



_ 1000 X 5,^ X 143i X lOOM yiirr 
250 X 100 *' 
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§. 13.' Teilung m6) gegcBcneu SScrl^altniffen. 37 

g 1000 X 568 X 287 X 3 013 _ 307411^416 

^"^^- 250 X 100 X 100 X 2 X~3Ö ~ '^^^^^^Wo*- 
äntnj. ®er SBec^fet foftct 3274 %^x. 13 ?Rgr. 5 ^f. 

§. 13. 2;^ci(ung naci^ gegebenen aSerHItniffen. 

1* SBenn bie gfeid^artigen ®rö§en A, B, C, . . eine getoiffe ©röße 
(©nl&eit) ber 9Jei^e nad^ 2, 3, 5, . . mal entsaften, fo öerl&atten fte 
ftd^ ju cinanber ber JRei^e m6f toie bie 3^^ten 2, 3, 5, .. b. ^. 
ba« 85er]^ä(tnit A : B ift 2 : 3, ba« 35erpttni6 A : C ift 2 : 5, baö 
SScr^ältniß C : B ift 5 : 3, u. f. f. (§. 3, 2). üßan bereinigt biefe 
angafcen in bem 2lu«brud 

A : B : C = 2 : 3 : 5, 
ipetd^cr eine ^ro^^ortion*) genannt »irb. 3ln« ber ^ro))ortion er^ 
fennt man nici^t nur, ba§ 

A = |B, A = fa 
... B = I A, B = I C, u. f. to. 
fonbern aud^, baß 

i A = i B = ^ C, 
unb nad^ 3»uttij)tication mit 2 . 3 . 5, . "^ 

15 A = 10 B = 6 C. 
©enn nad^ ber a5orau«fe^ung betragen ^A^^B, ^Ciel (Sin^eit. 

2. ©ic ^af)kn einer ^rot)ortion lönnen fämmttic^ mit berfetben 
3al&l mnttij)ticirt ober burd^ biefetbe ^at)i bitjibirt toerben, toeil baburd^ 
il^re 35er]^ättniffe ju einanber nid^t beranbert tocrben (§. 8, 3). 
SBenn j. Sd. 

A:B:C = |:f:i 
fo finbet man 

A : B : C = 24 : 27 : 20, 
inbem man f, |, f mit bem Oeneratnenner 36 muttij)ticirt. 
333enn ferner 

D : E : F = 21 : 28 : 35, 
fo finbet man 

D : E : F = 3 : 4 : 5, 
inbcm man 21, 28, 35 burd^ il^ren gemeinfd^afttid^en ÜDibifor 7 biotbirt. 

8. SBenn A unb B bie Jl^eite eine^ Oanjen finb unb ju einan^ 
1 er tt)ie 2 unb 3 fid^ ber^atten, fo l^at ba« ®anje 2 +■ 3 b. i. 5 (Sin- 
leiten, bereu 2 auf A, 3 auf B lommem Slu« ber ^rot)ortiou ber 
lil^eüe 

*) SSergl. 3tc« SBu^ §.1* 
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38 



©meine $(ritl^metif. 



A : B = 2 : 3 

crlcnnt man alfo, baß A = | be« (Saitjen, B = f bc« ©anjcn ift. 

äBcnn A, B, C btc Zfjzik cincö ©anjen finb unb. ju etnanber tote 
2, 3, 5 fid^ t^xfialUn, fo ffat baö @anjc 2 -f 3 + 5 b. i. 10 Sin^ 
l^citcn, bcrcn 2 auf A, 3 auf B, 5 auf C lommen. 2lu« bcr ^xopox^ 
tion bcr Jl^cifc 

A : B : C = 2 : 3 : 5 
folgt alfo, baß A = ^sj^ bc« Oauien, B =- ^^ t^e« Oanjcn, C = ^ 
bc« Oanjen ift. 

a. @cfc(Ifd^aft«rcd^nuu8 l^eißt btc Stl^ctlung einer OrSge 
na(^ gegebenen SScrl^äÜniffen b. i. in unglcid^e S^^eile, beren SScrl^alt* 
niffe ju einanber gegeben finb. ©oö i. S3. bie ®rö§c M nad^ bcn 
SSer^ättniffen 3 : 4 : 5 in bie Steile A, B, C gct^eilt »erben, fo 
fd^Iießt man auö ber ^rojjortion bcr Jl^eite 

A : B : C = 3 : 4 : 5, 
baß A eine gettjiffc ®röße (©nl^cit) 3ma(, B biefelbc ®r8ße 4mat, C 
biefelbe 5mat, atfo M biefctbe 3 + 4 + 5 b. t. 12mal entpit. SDa^cr 
t^eilt man M in 12 gteid^c Xl&eitc unb nimmt beren 3 für A, 4 für B, 
5 für C. 

Sei ben 3lufgaben ber ©efeüfd^aft^red^nung lommt in ©etrad^t 
1) bie ju tl^eilenbe (Sröße, 2) btc ^roJ)ortion ber Jl^eitc, 3) bie Summe 
ber ^a\kn bcr ^ro^^ortion, 4) ©iotfion ber jn tl^cttenbcn ®röße burd^f 
bie ©umme, 5) 3Äutti^)tication be^ Quotienten mit ben ciniclncn ^af)^ 
ten ber ^ro|>ortion. 

Slufgabc. 

9728 Xfftt. foßen unter brei ©ruber nad^ SSerpttniß il^rc« SHter« 
(36, 24, 16 3a^r) gctl^citt »erben. aBtcüicI erl^ält jicber ? 
2luft. 5Dtc Sl^citc ijcrl^alten fid{f tt)ic 36 : 24 : 16 b. i. 9 : 6 : 4, 
folglid^ betragen fic 

9728 X A 2:^tr., 9728 X A ^^K 9728 X ^V ^¥^' 
Slu^r. 9728 : 19 = 512, 512 x 9 = 4608 
22 512 X 6 = 3072 

38 512 X 4 = 2048 

972'8. 
SlntU). Die ©ruber erl^attcn 4608, 3072, 2048 Ziflt. 

Slufgabc. 
3Sier 5)}erfonen laufen ein 8oo«, »oxu A 8 X^x. 10 ®gr., B 12 
Z^lx. 25 ®gr., C 6 Z^lx. 20 ®gr., D 13 Zf)lx. gicbt ®ad 8oo« 



Digitized by VjOOQ IC 



r 



§. 13. X^ettung m6f gegebenen Scrl^SItniffen. 39 



gettjtnnt 10 000 %f)U,f ttJoöon 12^ ^roc. bic §auj)tcaffe unb 3^ $roc. 
ber Sinne^mer abiit^t. äBieöiel befommt jicbcr? 

auft. 3)ie gotteriecaffe ja^lt für ba« 800« 10000 ^^^^^-^x S^i ^ 

ber (ämne^iner ja^Ü bafur 1^~><~1()0 ^ ^^^^ 

@elb[umme l^aben bie tier ^erfonen naci^ 93crp{tni6 ber SBcitrage ju 
t^eilen, toefc^e fid^ Derl^aüen iDte 

250 : 385 : 200 : 390 = 50 : 77 : 40 : 78. 
©te ijter ^erfonen ermatten ^^, ^^, 4^f ih *>^^ au^gcja^^ften 
©urnme. 
?lu«r. 871 X 96| = 8458^, 8458| : 24^ = U\\, 

A erptt 34H X 50 = 1726/r S:^tr. 

B . 34H X 77 = 2658i 

C . 34H X 40 = 13801?^ * 

D . 34H X 78 =_2692|_ * 
8458i 

Slufgabc. 
3m ®)>reng|)uft}er t?erl^a(ten jld^ blc SKaffen üon ©aljjctcr unb 
Roifk tDie 16 JU 5, Don Salpeter unb ©d&toefet tote 10 ju 3. SBic»* 
Diet t)on biefen Stoffen tft jn 5934 ^fuub ©prengpulbcr nöt^ig? 
^ufL Sluf 1 ^fuub 'Salpeter fommt i^ ^fb. Äo^tc unb -^^ ^fb. 
S^mefet, mitwill ift 5934 ^fb. nad^ ben 93er]^äftniffen l : ^ : -^ == 
80 : 25 : 24 ju tl^eilen. T)a§ ^utoer entl^äft 

5934 X ^^ ^fb. ©atpeter, 
5934 X ^7 ^fb. Äo^le, 
5934 X ^ ^fb. ©d^mefd. 
ttusr. 5934 : 129 = 46, 46 x 80 = 3680 ^fb. ©atpcter, 

46 X 25 = 1150 ^ So^lc, 
46 X 24 = 1104 ^ ©c^ttjcfct, 
5934 ^fb. $utt>er. 

Slufgabe. 
3u einer gemeinfc^aftüc^en Unternel^mung gab A 200 "S^ix. auf 
4 SIRonate, B 160 Z^x. auf 6 a^onate, C 120 Z^x. auf 8 aWonate. 
^ie gemannen 136 2:^Ir. SBieDiel belommt Jebcr baöon? 
lufl. ®i(t ber Slnfprud; gineö, ber 1 zijix. ouf 1 SDionat gegeben 
)ätte, afö Sin^eit, fo fommen t)om ©etoinn bem A 200 X 4, bem B 
'60 X 6, bem C 120 x 8 ©nl&eiten iu, unb il^re Slnfprüd^e öer* 
)a(ten fid^ it)ie 

200 X 4 : 160 X 6 : 120 X 8 = 5 : 6 : 6. 



Digitized by VjOOQ IC 



40 Gemeine Slritl^tttctif. 

2)a^er befommt A 136 x ^^j St^Ir., B unb C 136 X A 5C^tr. 
mm tft 136 : 17 = 8, mithin crl^ält 

A 8 X 5 = 40 %f)ix. 

B 8 X 6 = 48 ^ 

C 8 X 6 = 48 ^ 
136 Zf)ix. 

5. !Dic SDiifd^unfjöregct betrifft bic (grmlttetung bc« aScrl^ätt^ 
ntffe§, nad^ tüetd^em jtt)ei ©orten t)on gegebenem SHSertl^e gemlfd^t toer* 
ben muffen, bamit bie SDiifd^nng einen gegebenen SBert^ erl^ätt 3» ®- 
2luö imi ©orten SBein, A unb B, »on benen ba« Quart 36 unb 20 ®gr. 
lüftet, foU eine aWittetfbrte M gemifd&t »erben, bon ber ba« Quart 
30 ®gr. foftet. aßan l^at in ber SWifd^ung 

an 1 Quart A 36 — 30 @gr. b. i. 6 ©gr. SSerluft, 
an 1 Quart B 30 — 20 ®gr. b. i. 10 ©gr. (Setoinn, 
fotßtid; 

an 10 Quart A 6 . 10 ©gr. SSerluft, 
an 6 Quart B 10 . 6 ©gr. ®ett)inn. 
'Sei' aSevtuft an A »irb burd^ ben ®ett)inn an B aufgel^oben, tt)enn 
man 10 (Sin^eiten A mit 6 (Sinl^eiten B mifd^t, atfo 

A:B = 10:6--5:3 
b. ^. A = f B = I ber üKifc^ung, B = f A = | ber aWifd^ung. 

Sie aJiifc^ung^reget lautet bemnad^: ,,S8itbe bie ÜDifferenjen ber 
Sffiertlje von ber beffern ©orte unb ber SWifd^ung, bon ber aWifd^ung 
unb ber f(^led;tern ©orte; mifd^e bie beffere ©orte mit ber fd^ted^tern 
nad^ bem SSerpttnig ber jt^eiten ©ifferenj jur erften ©ifferenj." 

©otl an^ einer ©orte (A) ju 36 ©gr. burd{^ Bwfafe bon SBaffer 
(B) eine ©orte gu 30 ©gr. gemifd^t toerben, fo ift bie erfte ÜDifferenj 
36 — 30 Sgr., bie jtoeite ÜDifferenj 30 — ©gr., folgtid^ bie ^roj)ortton 
ber öeftanbt^eite 

A:B = 30:6 = 5:1 
b. ^. B = ^ A = ^ ber SKifc^ung. 

Slufgabe. 

^^uö IKöt^igem ©ilber (A) unb 8töt]&igem ©itber (B) foü 12Iöt]^ige« 
©itbeu gemifc^t merben. ©a« ©Über l^eigt 14(öt]^ig, toenn eine üBarf 
beffelben J4 Cot^ fein ©itber (unb 2 8ot^ Su^^fer) entl^ält. 
5Cuft. X)ie erfte -JDifferenj beträgt 14 — 12 8ot^ f., bie jtoeite Differeuj 
12-8 8otl; f., folglich 



1 
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§. 14. 2)ic 2)ccttttalbrüd^e. 41 

A : B = 4 : 2 = 2 : 1 

b* 1^. A == 2 B = f ber SWifd^ung, 
B = i A = 4 ber araifd^ung. 
©Ott ou« Utötl^igcm ©über (A) burd^ ^ufafe bon Äitpfcr (B) 
I2föt]^igeö @t(bcr bereitet werben, fo ift bie crfte ÜDifferenj 14—12 8ot^ 
f,, bie jtpeite ©ifferenj 12—0 gotl^ f*, atfo 

4 : B --- 12 : 2 = 6 : 1 
b. 1^. B = ^ A --^ 4 ber aßifd^ung. 

§. U. Die Decimalbrüc^e. 

3rt allen ®pxad)zn finb bie 3a]^ltDörter i\a6) bem ÜDecimat- 
f^ftem gebilbet, fo bag jel^n (Sinl^eiten in einen S^tlfmx, jel^n 3^^"^ i« 
ein ^unbert, jel^n §nnberte in ein S^anfenb jufammengefaßt merben; 
bie neueren ©prad^en bereinigen bann taufenb Sianfenbe in eine SKit* 
liou, miUion 2Kißionen in eine S^ittion, u. f. to. ©ei ber Söe^eid^^ 
iiung ber 3*^^^^" gebrandet man aögemein nad^ inbifd^er ©rfinbung, 
bie jucrft burd^ bie 5lraber toeiter berbreitet »urbe, biefetben jel^n 3if'^ 
fern, ttjetc^e für fid^ Siner bebeuten, aud^ jnr Slngabe l^ö^erer ©nl^eiten 
unb ntad^t bie l^öl^em ginl^eiten burd^ il^re ©tettung bor bie giner 
lenntüd^, fo bag bie 3^^"^^ ^i^ 1^^/ ^^^ §nnbcrtc bie 2te; bie JCanfenbe 
bie 3te, . ♦ , bie 3Riüionen bie 6te, • • , bie öißionen bie 12te, . • 
©tetle bor ben ginern einnel^men* gbenfo »erben jur öejeid^nung 
bon niebern Sin^eiten (Srüd^en) bie ©teilen nad^ ben Sinern an^ 
getoenbct*)* 

Die ginl^eiten einer beftimmten ©teile finb im Dectmatf^ftem 
lOmat fo groß otö bie ginl^eiten ber (red^t^) fotgenben, j. 85. anf bie 
Janfenbe folgen ^unberte, auf bie ^unberte 3^'^"^^/ <^wf ^'^ 3^^^^^ 
Siner. auf bie giner folgen bal^er in ber Iten ©teile ^t^ntti, in ber 
2ten ©teile ^unbertel, in ber 3ten ©teile laufenbtel, in ber 6ten 3»il*= 
üontel, in ber 12ten ©illiontel, n. f. f. Um bie giner M fold^e anju* 
jeigen, mad^t man nad^ benfelben ein ftomma (^unft, ba« giner jeid^en). 
©al^er bebentet 426,357., 



*) 2)te 8lc(^nung mit ben inbi^cn (arabtfd^cn) 3iff«" (Sltgoritl^mu«) t|l im 
9. Sa^rl&unbert tm Orient (SWo^ammeb ben SWufa SUdjarcjmi), im 13. 3aJ>r^unbert 
in Guro^ja befannter »orben. 2)o« SBort Sllgorit^muö tDurbe fpater für jebc iiit bon 
9ii:(^nung«jDperotionen Qthxanä^t. Slegtcmonton toertoufc!()te um 1464 bie bei ben 
grie^ifd^en SÄat^eniatifern unb bercn S^ad^folgein gebräu^Iiti^en ©ejageflmalbrüd^e mit 
ben bequemeren 5)ecimalbtü^en. 3n allgemeineren ©ebraud^ famen bie 2)ecimal* 
küd^e feit ber jtoeiten ^älfte be« 16. 3a(>rbunbert8 (^ecorbe 1557, et e bin 1585). 
^ie ^bfür^ung ber !S)ecimalbrud^re^nung l)at ^tppitx 1623 burt^ ^rätoriud 
(bon Slltbotf) gelernt. JBergl. ©runert 5lr(^ib 24 p. 296. 
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42 ©emcrac Slritl^inctif . 

4 ^unbcrtc + 2 Seltner + 6 (Siner + 3 ^tfjntti 
+ 5 ^unbcttct + 7 Staufcnbtel + . . 

®(eid)tt3ie nun 4 §unbertc = 40 3^^"^^ = 400 gincr, 2 3^^"^^ 
= 20 (Siner, atfo bic ganjc S^f^i = 426 @lncr, fo finb 3 3^^"^^^ = 
30 §unbcvte( = 300 2;aufcnbtet, 5 ^unbcrtet = 50 Jaufenbtct, atfo 
bie gebrod;ene 3^^^ == 3^7 Jaufcnbtct. Wlan tarn aber aud^ bie 426 
giner ju 426 000 SCaufcnbtet mad^en unb crl^ält cingerici^tet 426 357 
Jaufenbtet. ÜDal^cr 

426,357 = 426 ^V = ^fM^. ' 
1. S3rü(^e, bcrcn SRenncr (Sinl^citen beö !Decimalf^ftcmö, 10, 100, 
1000, . . . (^otcnjcn bcr 10) finb, Reißen ÜDccimalbrüd^c. ®ic 
iperbcn ot^ne Scanner gefd^rieben, inbcm man bie 3^^"t^t bon ben (ginern 
burd^ ein Somma trennt. S3rüd^e mit anbern S'iennern Reißen gemeine 
i8rüd;e. 

2 Um eine gemifd^te S^cimatja^t ju tefen, tieft man enttoeber 
(jerlegt) näd^ft ber ganjen ^ai^l einen ©rud^, beffen 3^^^ bie nad^ 
beni Äouimo fte^enbe 3^1^! ^^'^ t>t\\tn Sienner ber 9?enner ber tefe^ 
3^u ©teile ift, ober (eingerid^tet) einen ©rnd^, beffen 3^^^^ ^'^ ®^* 
cimatjal)t o^ne ba« Äomma, unb beffen ^Renner ber 5Wenner ber testen 
©teüe ift. 

3er(egen unb (Sinrid^ten gefd^ie^t beÜDecimatbrüd^en o^ne bie 
aiec^nung, t^etd^e bei gemeinen S3rüd^en erforbert toirb (§. 8, 1). 

a. X)a bie Söruc^ftetten nad^ ber Sinerftetle beurt^eitt toerben, fo 
lann bie geistere nie feilten. 3ft ber 35ecimatbrud^ ed^t, fo mu§ er mit 
einem beginnen; j. ©. 

7 3e^ntet = 0,7. 

28 §unbertet = 2 3e^ntet + 8 f)unbertet = 0,28. 

9 |)unbertet = 3e^ntet + 9 ^unbertet = 0,09. 

307 Saufenbtet = 3 3el}ntet + 0§unbertet+ 7 Staufenbtet = 0,307. 

1 Xaufenbtet = 0,001. 

1 aßittiontet == 0,000001. 

1847 ^unberttaufenbtet = 0,018 47 u. f. f. 

Um einen Decimalbrud^ ju fdj^reiben, fd^reibt man feinen 3*^^^ 

(unb v>or benfelben, totm nöt^ig nod^ 5)iuÜen, bi^ fobiet 3^ff^^« baftel;en, 

alö ber 'Dfenner l^at) unb fefet bad Somma fo, bag bie tefete ©tette ben 

gegebenen iRenner l^at. 

i|^5 = 183^5 i^^^5 ^ 18,35 u. f. f. 

ä. J)a 7 3e^ntet = 70 §unbertet = 700 Saufenbtet u. f. f. 
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%. 15. ^bbttton unb ^ubtraction ber ^tcimatbxüäft, 43 

unb 3 Siner = 30 3^^"^^ = 300 §unbertel u. f. f., fo lann man 
an einen ©ecimaffirudSf ober an eine ganje ^af)l, nad^bcm man ba« 
Äomma nac^ ber ginerftette gemad^t i^at, Sinüen beliebig anl^ängen ober 
üom @nbe tt?eg(affen. 

0,7 = 0,70 = 0,700... 

3 = 3,0 = 3,00... 

1800 : 100 = 18,00 = 18 

1800 : 1000 = 1,800 = 1,8. 

1800 : 1000000 = 0,001800 = 0,0018. 

©ie Umformung (§. 8, 3) i)on !l)ecimalbrüc^en erforbert leine 9ted^^ 
nung, fobatb man nid^t ju gemeinen ©rüd^en übergei^t. 

^ciä) bem ^n^tx bcö 2)ecimalfi?ficm« mit ber ©runbja^l 10 fann man au^ 
auf anberc ©lunbja^ilcii ä^V^Ii^Pentc bauen, j. ©. ein S)uobecinialfi?(lem auf bie 
©runbja^l 12. ^a^u bvauc^^t man no^ 2 äiff^'^" füt jc^n unb elf, j. ©. z, e, unb 
bilbet au« 12 Einern 1 3tt)ölfcr (bej. 10), au« 12 3tt?8lfern 1 ^unbertmerunbbier* 
ji^cr (bej. 100), au« 12 ©unbertmeiunbtoierjigern 1 XaufenbflebenJiunbertaAtunb* 
gmaujiger {U\. 1000) u. f. tt). S(uf bie @incr folgen bann re(i^t« 2)uobectmaIbrüc!()e, 
ämölftel in bcv erftcn, ^unbertunbtoicrunbtoievjiöjlcl in ber jiucitcn, XanfeubHeben* 
bunbcrtad^tuubstvan^igfiel in ber britten ©tette, u. f. to. SDal^er bebeutet bie 2)uobeci« 
maljal^t 7z08,5e4 folgcnbe ©ecimalja^il : 



7 X 1728 


12096 


+ 10 X 144 


1440 


+ X 12 





+ 8 X 1 


8 


+ 5X A 


f^ 


+ 11 X xi^ 


Ht 


+ 4X„^^ 


^h 



13544iH 

^ra!tif(i^c ©ebeutung Wnnen anberc 3a^Ifi?(leme, al« ba« 2)ccimalfv|lem , niö^t 
erlangen, meil bie 3a^Itt)8rter ber (Sulturft^rai^en auf ba« 2)ecimalfvilem gegrünbet 
fmb, unb in einer gegebenen ^ptaäiit n\6)t toiUfürlidii neue ©örter gebilbet »erben 
iönucii. 



§. 15. ?lbbitiott unb ©ubtraction ber !Dect:= 
malbrüd^e. 

1. 2Bie man giner ju ben ginern, ^ti^ntx ju ben 3e]^nern u. f. f. 
bei ganjen BaJ^Ien abbirt, fo abbirt man 3^^«^et Ju ben 3e^ntetn, §un* 
bertel ju ben §unbertetn u. f. f., inbem man bon ber niebrigften ©teile 
anfängt; j. 33. 

27,568 

+ 5,874 

33,442 
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8 + 4 Xaufenbtcl = 12 Xaufcnbtcl == 1 ^unbcrtcl + 2 Saufcnbtcr, 

1+6+7 ^unbcrtcl = 14 ^unbertcJ = 1 3e^ntcl + 4 ^unbertel, 

J 4- 5 + 8 3<l^ntcJ = 14 Sc^ntcl = i ©ner + 4 Sel^ntcl, . 

1 + 7 + 5 (Sincr = 13 (gincr == 1 3e^>ncr + 3 (gincr, 

1 + 2 Seltner = 3 Seltner. 

35,894 27,568 

+ 0;1307 ' + 1,232 

36,0247 28,8 

©ie 3e]^ntaufenbtcl bc« crftcn ©ci^iete bleiben ungeänbert; bie 
5Rußen am Snbe be« lefetern löunen toegbleiben* 

a* Sben fo fubtral^irt man 3^^^*^^ i)on ^üfxtU^^f ^nnbertel Don 
§nnberteln u. f. to., inbcm man, »enn nßtl^ui, 1 (Siner = 10 äel^ntet 
= 100 ^unbertet . ., ober 1 Sel^ntet = 10 f)unbertel . . ju ^ülfe 
nimmt (borgt); g. 33. ' 

35,0305 5 — 1 Bel^ntaufenbtel = 4 Sel&ntaufenbtel, 

— 6,8941 10 — 4 Xaufenbtet- = 6 SCanfenbtel, 
28,1364 12 — 9 ^unbertet = 3 ^nnbertel, 
9 — 8 Sel^ntel' = 1 Be^ntel, 

14 — 6 giner = 8 Siner 

2 Ä^^ntx. 

1,534 1 

— 0,734 — 0,794 

0,8 0,206 

5Die 5Rnßen am @nbe lönnen ttjegbleiben. ©tatt 1 l&at man 1,000 
gu nel^mcn. 

©ci biefen 9?ed^nnnflen geigen bie ©ecimattrüci^e befonbern SSortl^eil 
bor ben gemeinen ^rüd^en. 



§. 16* ÜRultiipticatiDtt ber S)ecimal6tü(i^e. 

!• Um einen SDecimatbrnd^ mit 10, 100, 1000, . . gn mntti|)n^ 
ciren, rüdt man ba« Äomma 1, 2, 3, . . gtetten »eiter rec^t«^ g. ©. 
7,23 X 10 = 72,3 11,5 X 10 = 115 0,007 X 10 = 0,07 
1,0073 X 100 = 100,73 0,0067 x 100 = 0,67 
0,723 X 1000 = 723 0,723 X 10 000 = 7230. 

5Denn inbem man mit 10 mn(tij)Iicirt, »erben au« 3^^"^^" ^unberte, 
an« (Sinern 3^^"^^/ ^^^ 3^^^^^^^^" Siner, an« ^unberteln 3^^«tel, u. f. tt). 
unb bie Sinl^eiten jieber @tet(e gelten in Sinl^eiten ber näd^ft l^öl^ern 
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§. 16. aWuItit)Iicatton bcr S)edmdbrü(5c. 45 

©teüe über. 3nbem man mit 100 muttit)ttctrt, gelten bic Sin^eiten 
ieber ©teüe in Sinl^eiten bcr 2ten l^Bl^crn ©teßc über u. f. f. 

Umgefe^rt: um einen ©edmatbrud^ burd^ 10, 100, 1000, . . ju 
biDibiren, rücEt man ba« Somma 1, 2, 3, . . ©teßen tpciter tinfe. 
17,23 : 10 = 1,723 7,23 : 10 = 0,723 

17,23 : 100 = 0,1723 17,23 : 1000 = 0,017 23 
0,03 : 10 000 = jO,000 003. 
©iefe 9?ege(n folgen aud^ auö ben attgemeinen SRegetn §. 10. 

2* Um einen ÜDecimalbrnd^ mit einem ©ecimatbrud^ 
jn muttt|)üciren, mntti|)ticirt man benfetben mit ben einjelnen 
©teüen be§ 2)tuItij)licator, ban ber l^öd^ften big jur testen, ma^t tu 
ber er[len ^tiU be« ^robuct« baö ^omma, rfidt jebe folgenbe 3eHe 
be« "ißrobuctö eine ©teße toeiter red^t« l^inau«, unb abbirt bie einjetnen 
^robucte. 

SÜJuItipticirt man gnerft mit ginern, fo beplt ba« Somma ben 
$(a^, ben eö im üßnttitjHcanbu« l^atte, j. SB. 

7,543.6 ^ ., ^^,^ ^ 7543 . 6 
' mxi 7,543 . 6 = 



45,258 ' * 1000 

SWuttipIicirt man juerft mit Bel^nern, f)nnberten, . ., \o fefet 
man ba« Äomma 1, 2, . . ©teßen toeiter red^t^, j. ©. 

7 ,543 . 40 7,543 . 800 0,5763 . 2000 

301,72 6034,4 1152,6 

tt)eil 7,543 . 40 = 75,43 . 4, n. f. tt). 

3D?ntti|)ticirt man jnerft mit Sel^nteln, f)nnbertetn, . . . fo 
fefet man baö Somma 1, 2, . . ©teßen toeiter linlö, j* ©. 

7,54 3 . 0,2 7,543 . 0,05 7,543 . 0,007 

1,5086 0,37715 0,052 801 

toeit 7,543 . 0,2 =- 0,7543 . 2, u. f. to. 

aÄuttipticirt man ferner mit ben auf bie l^öd^fte folgenben ®ttüm 
be^ SWuttijjticator, fo ^at man iebe neue ^tik be« ^robuct^ eine ©teüe 
»eiter red^t« au^jurüdten. 3^ ®- 

7,543 . 46,25 46,25 . 7,543 



301,72 


323,75 


45 258 


23 125 


15086 


18500 


37715 


13875 



348,86375 348,86375 
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45 Gemeine Slritl^metif. 

62 500 . 0,00128 = 625 . 0,128 
62,5 
12 50 
5000 
80 
SWmt nimmt 625 . 100 ftatt 62 500, unb mumj)(ictrt bcn 53rud^ 
mit 100. ÜDic ^iutten am Snbc bleiben tt)eg. 

15,743 . 322,69 = 1574,3 . 3,2269. 
aWan lann ben einen gartet: bnrd^ 100 bioibiren, toenn man ben 
anbern mit 100 multijjticirt. 

Wim tarn nadd bcr attöemctncn Siegel §. 12, 2 bic ^Bi^Ux (öanjc ^al^ten) 
niu(ti<)Ucircn unb tl^r ^robuct burcft ba« ^robuct bcr S^cnner biDibircn, b. ^. foöiel 
2>ttUtn h\ix(i{ bad tomma bom $robuct ber 3^61^^ i^^^t« abfddneiben, oI« ^xnd^ 
geKen in betben gactoren infammengenommen t)ortianben ftnb. $at 3. ^. ber eine 
gactor 3, ber anbere 4 ^tuddlleUen, fo M ba9 ungefürgte ^robuct 3 4- 4 b. t. 
7 i6ru(!^fleaen; benn ber iRenner 1000 mit bem iRenner 10 000 ntntti^uctrt giebt 
ben iRenner 10 000 000, »eldfier ber 7ten ©nKJ^peUe jufommt. 2)tefe« ©erfahren ifl 
aber für bad ^rattifcif^e mä^ntn nid(it gn tmp^tf^Un, tveti e« bei ber abgefürgten ^ulti« 
^Itcatton (§. 18) nt(^t ol^ne S^eitere« anioenbbar ijl. 



§• 17, Dtt)tfion ber 3)ectmalbtü(§e- 

!♦ 3ft bcr S)iöifor eine ganje ^af)i, fo finbet man 
bie gftnje 3<^^t t>e« Onotienten, inbem man bie ganje ^affl beö !Dibi* 

benbnö bibibirt; 
bie S^W^^ ^^^ Quotienten, inbem man bie ^t^ntti be« ©ibibenbu^ 

mit Sinfd^tut be« Sinerrefte« bibibirt; 
bie ^unbertet be^ Quotienten, inbem man bie §unbertet be« ©iüiben* 

bu« mit einfd^tuß be« 3e^ntelre[teö bibibirt, u. f. to. gellten örud^^ 
ftetten im Dibibenbu« jur gortfe^ung ber ©ibifion, fo l^ängt man 
5Ruaen an benfelben (§. 14, 4). 3. »• 
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326,74 : 
.28 


28 = 11,6692 


0,053 : 9 = 0,00588 



46 

, 28 
187 


11,6692 . 
233,384 
93 3536 


_2? 


5 
53 

80 


168 


24 




80 


194 
168 
260 


326,74 




8 . . . 
5:7 = 0,714 2857 
50 


252 






10 


80 






30 


56 
24 


- 




20 
60 
40 


W 

1 






50 
1 . . . 



SBic tpcit man bic ©iöifion, toenn fie nid^t aufgellt, fortjufe^en 
f)at, l^ängt üpn ber 9?atur ber Slufgabe ab. SÄan bcnuftt bcn SRcft, 
um bcn bercd^nctcn Quotienten fo genau atö mögßd^, ben gel&Ier be^* 
fetben fo Kein al« mögtid^ ju machen (bergt. §. 3, 4). ©enügt e^ j. ©., 
ben Quotienten bon 326,74 : 28 bi« auf ^tf)ntavi\tnt>Ui in bereci^nen, 
unb barf man bie f)unberttaufenbtet beffetben aU unmerfCid^ Mein ber* 
nad^täffigen, fo ift afö Quotient 11,6693 unb nid^t 11,6692 anjugeben, 
toeit bei ber testen ©ibifion 80 : 28 näl^er 3 at« 2 ift. 5Der geinter 
be^ Quotienten 11,6693 beträgt Weniger ate i Sel^ntaufenbtel unb ift 
fo Mein ate migfxä), toenn man auf bie Eingabe Meinerer ©rud^tl^eite 
berjid^tet. 'Denn inbem man 80 : 28 = 3 nimmt, bernad^läffigt man 
^ (b. i. toeniger afö -J) S^t^nta\i\mWi, »äl^renb mau, inbem man 
80 : 28 = 2 nimmt, |4 (b. i. mel^r ate i) Bel^ntaufenbtet bernad^^ 
lafftgen toürbe. 

eben fo ift 0,053 : 9 genauer 0,00589 aU 0,00588. ^Dagegen 
ift 5 : 7 genauer 0,7142857 ate 0,7142858. SWan bermel^rt bie 
teftte ©tetle be« unboUftänbigen Quotienten um 1, toenn 
ber ateft mel^r alfi bie f)ätfte beö ÜDibifor ift. Der geinter 
)e« Quotienten loirb bann nid^t mel^r ate i ßinl^eit feiner testen ©tefle 
etragen. 

2« Um burd^ einen Decimatbrud^ ju bibibiren, mu(ti))(icirt man 
mit bem 5ßenner (§. 16, 1) unb bibibirt ba« ^robuct bur^ ben ^&i)^ 
er, toie bei einem gemeinen ©rud^e (§. 11, 3). 3« ^♦ 
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17,4832 : 


: 3,125 


= 17,4832 . 1000 : 3125 


^^V; ' , 








= 17483,2 : 3125 = 5,59 
15625 


f _ ^ 








18582 
15625 










29570 
28125 



"1 



1445 . . 

0,04381 : 0,35 = 4,381 : 35 

0,09 : 0,3845 -= 900 : 3845. 

©tatt 0,09 lann man 0,0900 fefcen. 5Run finb 3845 äel^ntaufenbtcl 

in 900 3c]^ntaufenbteln fobtclmat enthalten atö 3845 in 900. 5irfo 

lann man baö Somma »egtaffen, nad^bem 5Dit)ibenbu« nnb 5Dit)ifor 

glcid^namig gemad^t finb. SSergl. §. 11, 3. 

8^ ©inb 5)it)ibcnbuö nnb !Bit)ifor (abgefc^en t)om Somma) rcta^ 
tibe ^rirnjal^tcn (§. 7, 3), nnb tft ber ©ibifor 2, 4, 8, 16, 32, 64, . . 
(eine ^otenj ber 2) ober 5, 25, 125, 625, 3125, . . (eine ^otenj ber 5) 
ober nnr anö biefen Sollten jnjammengefeftt, tt)ie20, 40, 80, 160, 320, 
640, . . , 50, 200, 400, 800, . . , 250, 500, 2000, 4000, . . , 1250, 
2500, 5000, 20 000, . . n. f. tt)., fo gel^t bie ©ibifion anf nnb ber 
Onotient ift ein boüftanbiger (enbtid^er) ©ecimatbrnd^. ©ie !Dii)ifion 
gei^t anf, toenn j. 93. 

©ibifor 20 SReft 13, tocH M = W^ = ^'^^ 

72 ft 

* 125 « 72 * -ftFs = 125 tl = 0,576 

* 36 * 27 . 1^ = 1^1 = 0,75 

56 * 35 * M = If S = 0/625. 

3n ber Zi)at fitibet man 

27,53 : 20 = 1,3765. 607,2 : 125 = 4,8576. 
7 5 607 

153 500 

130 1072 

100 1000 

720 

625 
950 
- 875 



750 
750 
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§. 17. jöitoifioti bcr ^cdmatbrüc^e. 49 

0,625 



18387 : 36 = 


= 510,75. 


35 : 56 


180 




350 


38 




336 


36 




140 


270 




112 


252 




280 


180 




280 


180 










ä, SBenn ber ©ittfor pxim jum SDbibenbuö (9Jeft) unb burd^ 
eine i>on 2 unb 5 i)erfd)iebene ^rimjal^f tl^eilbar ift, fo gel^t btc S)U 
üifton nid^t auf, unb ber Quotient ift cht ^jeriobtfd^er unenbfid^er 
2)edma(bru4i , ^en ntan fo abbrid^t, ba§ ber gel^ler bie erforberlid^e 
.tlein^eit l^at. 

3ft j. 93. bcr S)ti3ifer 7 unb ber JReft 3, fo lann ber jur legten 
©teüe beö Quotienten gel^örige S3rud^ ^ nid^t genau in einen £)ecimo^ 
brud^ tjerttjanbett ttjerben, tüeil 7 nid^t in 10, 100, 1000, . . aufgellt 
(§. 8, 3). 3ft ber Dibifor 12 unb ber Sieft 5, fo fann /^ jioar auf 
m gebrad^t, aber -Jfg nidbt genau in einen ^Decimalbruc^ bertoanbett 
toerben, ttjeil 300 in 1000, 10000, . . ebenfotoenig aufgebt aU 3 in 
10. 'Dal^er fönncn bie ©ibifionen 3,00.. : 7, 5,00.. : 12 u. bergt, 
nid^t aufgellen. 

Sei bem ©ibifor 7 fönnen nur bie 9fieftc 1, 2, 3, 4, 5, 6 erfd^et^ 
nen. §at man bal^er bis jur 6ten Diinfion berfd^iebene $Refte erl^al* 
ten, fo bleibt bei ber 6ten 3)it)ifion ein 9ieft, toeld^er fd^on einmal mit 
einer 3tnU Derfel^en unb bimbirt roorben ift. 3Jian finbet affo ben== 
felben Quotienten unb 9fieft iDte friil^er, benen bie übrigen Quotienten 
unb JRefte in unauf^örüd^er SJieberfel^r folgen. Sie fid^ ipieberl^otenbe 
$Rei^e ber eingetnen Quotienten, beren Sln^al;! fkiner ift ate ber 3)iüi* 
for, ^eip bie ^ er tobe be§ unenbüd^en ©ecimalbrud^S, 3. ®! 

3:7 = 0,428571 428571 428... beseid^net 0,[428571] 
30 



20 

l 60 
40 
50 
10 
3... 


31 : 33 
310 
297 
130 
99 
31... 


= 0,[93] 


19 : 

190 

111 
790 
777 
130 
111 
19 


Ml 


= 0,[171] 


Bilitx. I. 4. 9lufl. 










4 


k 
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(Gemeine Slritl^mctif. 


7... 


1 : 15 == 0,0[6] 
10 
100 
10... 


1 : 369 = [0,002 71] 

10 

100 


119 : 220 = 0,54[09] 

1190 

1100 


1000 

738 


900 

880 


2620 
2583 


2000, 
1980 


370 
369 


20.. 



1... 
aDic ^eriobc beginnt mit ber ©tette, ju beten öered&nung iuerft 
eine 5Rnö bem JReft angel^ängt tonrbe, anger» toenn ber ÜDibifor burd^ 
2 ober 5 tl^eitbar ift. 

5. 3eber gemeine Söxnä) fann entnjeber in einen enblid^en ober 
in einen tjeriobifd^en unenblid^en !I)ecimalbrn(i^ t)ertt)anbett tt)erben. 
35enn ein S3rnd^ ift ber Quotient be« Bäl^terö burcj^ ben 5ftenner, 5. SO. 
yV = 7 : 12, u. f. tt). 

Umgelel^rt: feber })eriobifd^c unenblid^e ÜDedmatbruij^ ift einem bc^ 
ftimmbaren gemeinen ©rud^e gleic^\ 2Kan finbet namlid^ 

i = 0,[1] ^ == 0,[01] ^^ = 0,[001] 
^^ = 0,[0001] -^^^ = 0,[00001] n. f. f. 
folgtid^ ift 

0,[6] = 0,[1] . 6 = f = |. 

0,[36] = 0,[01] . 36 == f ^ = iV 

0,[270] = 0,[001] • 270 = m = i?. 

0,0[4] = 0,[4] : 10 = i : 10 = ^V 

0,8[3] = 8,[3] : 10 = 8i : 10 = f . 

0,29[74] = 29,[74] : 100 = 29^ : 100 = ^^|ir- 

§. 18. 9fled^nung mit unöonjtdnbigen Decimal^ 

jal^Ien. 
ßineSÄeffung fann nid^t boölommen genau, fonbern nur mit einer 
burd^ bie SSefd^affen^eit ber aWeginftrumente unb ber menfd^Iid^en Sinne 
begrenjten ®enauigleit au^gefül^rt werben. 5Die burd^ SUteffung gefun* 
benen ^üf)Un finb ballet nur Bio gu einer beftimmten ©renje abtoärt^ 
»erbürgt, unb muffen ate mel^r ober weniger uuüottftanbig (fel^lcrl^aft) 
betrad^tet loerben. 9lud^ finb eine groge Sfaffe burd^ JRed^nung beftimm* 
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§.18. 'Siid^nmQ mit untottjlättbigcn 2)cdma(aal^(cn. 51 

ter ^aS)lm il^rcr 5Ratur m^ ®ummen t>on uncnblid^ öictcn ©ticbcrn, 
j. ®. ffiurieln, Sogaritl^men, @inu^, bic Subotffd^e ^affl, bic ®runb* 
jal^t bcr natürtici^en ßogaritl^men u. f. ti)., unb lönncn folgtici^ nur un=* 
oottftanbig angegeben toerben, toenn andf fo, bag in iebem gegebenen 
gaUe ber gel^Ier unbetrad^tlid^ ift. @^ ift notl^m^big ju kDtffen, mte^ 
iDeit bie burd^ 9ied^nung mit unboQftctnbigen B^^^'^n gefunbenen ^affltn 
verbürgt [inb. 

©ei ititx unboltftänbigen ^afii tt)irb angenommen, 
ba§ ber geinter toeniger beträgt, at^ |- Sinl^eit ber testen 
angegebenen ©telte. Unter SJorau^fefeung ber Unbottftänbigfeit 
bebeutet bemnaci^ 

35 eine 3a^I itoi\äftn 34,5 unb 35,5 

1,427 ^ ^ ^ 1,4265 ^ 1,4275 

0,4700 ^ ^ ^ 0,469 95 :* 0,47005 

20734 JTaufenb ^ ^ ^ 20733500 ^ 20 734500 
3291 ^ ^ . 329A ^ 329^- 

SBenn eine ^a'ffl genauer gegeben ift, al« e^ für einen beftimmten 
3tpe(f nöti^ig ift, fo lann man fie bertürjen b. 1^. bie ginl^eiten nie^ 
berer@teüen toegtaffen. 35abei berme^rt man bie juteftt ieffaU 
tene ©teile um \, toenn in ber folgen ben ©tcttemel^r aU 

öfteH 3-». 

38,5764 ift näl&er 38,5760 atö 38,5770, bal^er abgefürjt 38,576. 
©iefctbe 3a^I ift näl^er 38,60 al^ 38,50 , bal^er nod^ me^r abgelurjt 
38,6. 

gür 27 538936 fd^reibt man 27,539 üBiöibnen, toenn nur noc^ 
bie Staufenbe in ©etrad^t fommen. 

0,46996 toirb abgelürjt 0,4700, toenn nur nod^ bie 3e^ntow^nbtel 
in Setrad^t lommen. ©ie 9Zuüen am Snbe pnb in biefem gaüe nid^t 
ol^ne ©ebeutung. 

Unter bcr ©cnauigleit einer ^a^an^ait ^at man baö SSer* 
^ättniß bcr ^a^ iu il^rem gel^ler, atfo iu einer Sinl^eit ber tefeten aiu 
gegebenen ©teüc, toeld^e nid^t mei&r fehlerfrei ift, ju »crftel^cn. 3- ®- 
bie Angabe 86,43 l^at bie ©enaulgfeit 86,43 : 0,01 = 8643 b. ^. bon 
8643 ßinl^citcn ift nur eine nid^t ganj berbürgt. !j)ie 2lngaben 84,63 
unb 0,008643 l^aben einerlei ©cnauigfeit, toeil 

86,43 : 0,01 = 0,008643 : 0,000001 = 8643. 
Die ©röge, bon bcr man tocig, ba§ pe 8192 gug betragt, ift genauer 
belannt, al« bic Orbßc, bon ber man toeig, baß fic 0,3024 3olt be^ 
ttägt, toeil 

8192 : 1 = 8192 unb 0,3024 : 0,0001 = 3024. 
S(m mciften ©enauigfeit befifeen bie aftronomifd^en Slngaben; bei ben 
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52 ©cmctne 5(nt^nictif. 

d^emifd^en unb pj^^fifalifd^cn ^a^Un ^at man bic gleid^e ©enauigfeit 
nur in feltcncn gätten ctreid^t. 

1. 9bMttott ttttti (Sttl^ttattiott. 

, 7,329 7,329 

+ 3,487 — 3,842 



10,816 3,487 

§ier lonn ber gelltet bcr ©ummc unb ©tffcrcnj ein l^albeö Zan^ 
fenbtet überftctgcn. S3ei mcl^rctcn ©liebem toürbe bie lefete ©teile im^ 
nter unftd^erer toerbcn. 

0,01374 9,243 

4- 9,256 — 0,0148 ' 

9,270 9,228 

3)ie ©lieber toerben fämmtlid^ bei berfelben ©teile abgebrod^en; 
fd^ott bie 3«^ntaufenbtel ber ©umme finb unbeftimntbar, toeil baß eine 
©lieb ntd^t biß ba^in gegeben ift. iDtan nimmt bal^er 0,014 ftatt 
0,01374. 

2. mvim\taüon. 

Sin ^ißrobttct lann nid^t mit größerer ©enauigleit angegeben werben, 
als ba§ ^robuct be« minber genauen gactorß mit ber l^öd^ften ©teße 
be§ genaueren gactord. Sßan nimmt bal^er ben ungenauem gao 
tor jum 2ßultij)ticanbuß, ben genaueren gactor jum SRultipli^ 
cator, unb berec^^net bie erfte ^tiU beö ^robuctß toie gett>i5]^nlic^ 
(§* 16, 2)* J)ann »irb ber SIKultiplicanbu« mel^r unb mel^r t>erffirjt, 
unb üon bem red^t« äußjurüdEenbcn nur ba^jenige in atedjinung gejogen, 
maß auf bie le^tc ©teile ber erften 3eile Sinfluß l^at. 3. 35. 

5,392 . 7,386 
37,744 
1618. 
431 

32^ 

39,825 
3n ber jtoeiten 3eile ift 2 . 3 = 6 auöjurüdten, alfo toirb oben 

2 gcftric^en, unb 1 ju 539 . 3 abbirt, toeil 6 nä^er 10 ate 0. 

3n ber britten 3eile ift nod& 9 . 8 = 72 auöjurüdten, alfo oben 

9 äu ftreid^en, unb 7 ju 53 . 8 ju abbiren, »eil 72 naiver 70 al« 80. 

3n ber vierten ^eile ift nod^ 3 . 6 = 18 außjurüdten, alfo oben 

3 JU ftreid^en, unb 2 ju 5 . 6 gu abbiren, toeil 18 nä^er 20 al« 10. 

Die lefete ©teile beö ^obuct« mirb unfid^er, »eil il^r m8glid(>er 
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§. IS. dte^nung mit -uttDoHfUinbigett 2)tchnal)a^len. 53 . <^ 

■^^ 
gt^to bte möglid^en geinter bcr lefetett ©teüen ber einjelnen 3etten in ^1 

0,0267 . 76,384 357 6oo.l8 47o ' ^^ 

1,869 = 1,847 . 3,576 Sauf. SRia. ' '"^ 

160 5,541 'j 

8 924 

2^ 129 

2,039 11 -.-^ 

6,60 s 2:attfenbmtaionen. 

I 

3. j)Uiinoit. i 

©ie l^öd^ftc ©teüe be§ Quotienten tolrb tote actoöl^ntid^ (§. 17, 2) J 

bered^net, bie fernere 2)ibifion abgefürjt. 

a. 3ft ber S)iüi[or genauer ate ber ©ibibcnbu«, fo tt)irb bcr 'Ci* -^ 

Difor fotoeit üerfürjt, als eö jur ©ubtraction feinet ^robuct^ mit ber •' 

gefunbenen ©teile beS Quotienten bom gegebenen ©ibibenbuö nöt^ig 
ift. '^vx gortfe^ung ber !©it)ifiün totrb nid^t ber 9teft berlängert, fon=^ 
bern ber ©ibijor bertürjt. Sei ieber SKultipIication toirb ber Sinflug 
te jute^t geftrid^enen ©teile be^ ©iblfcr in Setrad^t gejogcn. 3- ®* * 

0,01034 : 94,65 z^- 

= 1,034 : 9465 = 0,000 1092 
10 
103 
1034 
947 
87 
85 



w. 



2 
2(n 1034 lann nid^t angehängt toerben; man ftreid^t 5 am S)i== 

": öifor uub fubtral^irt 1 + 946 . 1 , toeif 5 näl^er 10 atö 0. 

i 3ln 87 fann nid;t augei^ängt »erben; man fireic^^t 6 am 35it)ifor 

1 unb fubtra^irt 0; man ftreid^t ferner 4 am SJlbifor nnb fubtra^irt 

* 4 + 9.9, toeit 4 . 9 nä^er 40 ate 30 ift. 

f Sie teilte Stelle 2 beö Quotienten (20 : 9) ift nnfid^er toegen be« 

,^ tt qlid^en i5e{;lerö in ber lefeten @tcüc beö SRefteö. 

,; b. 3ft ber S)ibifor ungenauer atö ber ©ibibenb^i«, fo loirb ber 
3 bibenbue fomett berfürjt, at^ e^ jur ©ubtraction beö ^robuctö aue 
b gefunbenen ©teüe bee Quotienten mit bem Dibifor nßtl^ig ift. 2)ic 
3 bifion ü)irb fortgefeiät toie »jorl^in. 3- ®* 
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54 ©emcinc Slrit^mctil. 

• 

658,37 : 4,281 

= 658370 : 4281 = 153,8 

4281 

.' , 2303 

2141 

162 

128 



34 
34 

©er S)t»ibettbu« ift naiver 658 4oo d«658 3oo, olfo bcr crftc 9?eft 
2303. gür bte jtoette !DtDipott tolrb om 5Dt»tfor 1, am 9ieft 7 ge* 
ftrtd^en. gür bie britte ©ibifion toirb om 3)i»lfor 8, am JReft gt' 
ftvtd^en unb im Ouoflenten ba« Sommo gemad^t, nad^bem man bie 
einer beö 5)ibibenbu8 bibibirt ^at. gür bie fotgenbe 5Di»ifion toirb 
am 5Dit)ifor 2 geftrid^en. 
1 : 45,78 4865 : 0,273 

= 100 : 4578 = 0,021 84 = 4865ooo : 273 = 179oo 
1000 ^73^ = 17,9 Xaufb. 

10000 214 

9156 191 

844 23 

458 24 

386 
366 
20 
18 

«tttotttHungett. 

1) 6 Z^v. 6 @gr. 9^ $f. ot« ©eclmalBmd^ eine« Zf)U. bt« auf 
0,01 ^f. genou anjngeben. 

f $f. = 0,57 5ßf. 
6 <Sgr. 9i $f. = 81,57 : 360 5D^(r. 
8,157 : 36 = 0,2266. 6 Stl^Ir. 6 @gr. 94 ?f. = 6,2266 Xf)U. 
72 Umge!e]^rt 0,2266 Sil^Ir. = 0,2266 . 30 

95 ; .,1 6,798 ®gr. 

72 0,798 @gr. = 0,798 . 12 

237 , 9,576 ^f. 

216 Sllfo 0,2266 5E]&tr. = 6 ©gr. 9,576 ^f. 

21 
22 



Digitized by CjOOSlC 



§. 18. 9te^ttung mit itnboKjiänbigen 2>ectma(ial^(en. 



55 



2) 25a8 (ttiitttere trojsifti^e) 3ol&r l^ot 365,242 22 (mittlere <So\u 
nett») Jage. Se foüen bie ©tunben, SDiinuten, ©elunben angegeben 
werben. 

0,242 22 Sage = 0,242 22 . 24 

5,8133 ©tuttben. 
0,8133 ©tuttben = 0,8133 . 60 
' 48,798 SDHnuten. 

0,798 aWinuten = 0,798 . 60 

47,88 ©eftjnben. 
1 3a^r = 365 Sage 5 ©tunben 48 aJitn. 47,9 ©et 

3) 7,643 mit T^V X« muttipticiren, ober burd^ ^ ju biotbiren. 
Snttoeber mu(ti)>Iicirt man mit 5 unb bibibitt baS ^robuct burd; 12 
(§. 11, 1), ober mon mufti)>ttcirt ftatt mit ^ mit bem gletc^gettenben 
^edmof&tud^ oen folc^er ©enauigfeit »oie 7,643. 



7,643 
38,215 
2 2 
101 
55 



5 
12 



= 3,184s 



7^43 

3,0572 

764 

458 
46 

_5_ 

3,1846 



0.416 67 



Um tnxd) ^ ju bioibiren, mtttti})Iicirt man mit 12 unb biüibirt 
ba« ^robuct burd^ 5 (§. 11, 3), ober man bibibirt burci^ bcn gtetd^* 
geltenben !Decimatbrud^. 



18,344 



7,643 . 12 


7,643 


: 0,416 67 


91 726 : 5 = 18,345 


= 76 430 

4167 

34 76 

33 33 

143 

125 

18 

16 


: 41667 = 



4) 7,8649 4- 9f|. 9Kan laun || nur bann unter bie §un- 
bertel abtoärt« enttticteln, toenn bie 3# 9|J ^inreic^enbe ©enauigfeit 
befifet. 
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56 @emeine %rit^ni(ttl. 

9 
27 : 38 = 0,7105 
270 + 7,8649 1 

266 17,5754 ^ 

40 
38 
200 
190 
10 

Um bie Sdtüö)XÜ\)i L + |g + ^^ -|-^ + _l^g + . . . 



bt8 auf 0,000 001 genau ju furamiren, bemev!e inon, ba§ 
-L — 1 1 — = 1- 

2.3 2 * ' 2.3.4 2.3 



* I : 3, 2I4 = ^ : 4, u. f. f. (§. 10, 2). 3)ie etnielnen SSrüc^e 



muffen eine ©teüe unter bie oorgef(i^rie6ene ©renje enttoidett »erben, 
nueil bie lefete ©teüe ber ©urame burd^ bie Sibbition unfid^er toirb. 

0,5 : 3 

0,1666667 : 4 

0,0416667 : 5 

0,008 3333 : 6 

0,0013889 : 7 

0,0001984 : 8 

0,000 0248 : 9 

0,000 0028 : 10 
0,0000003 

0,718 282 

5) 3emanb l^at in 3, 5, 7 Sagten jebeemat 560 ^U. ju 6e« 
ia^^n, unb toiü fofort mit 51 auf ^unbert ict^rigem ©isconto feiner 
®(j{)ulb fid^ enttebigen. ©tott 

100 + 3 . 5i b. i. 1161 Zi)lx- »ont 1. (Sopital werben 100 X^x. gejault. 
100 + 5 . 5i » = 127i '- " % > » 100 * 

100 + 7.54 -* 1384 ' " Z. " * 100 » 

3)a^er fi«»' n^ + |^ + |||| i>e8 eaj)itafe (560 St^tr.) ju ent» 
rid^ten. 
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§. 18. Sle^nung mit nnt>oI(fiSnbtgen ®ecttna(jal^(eit. 



57 



100 



116J = 1000 : 

10000 

9320 



1165 



100 
100 



= 0,85837 
127i = 0,78432 
138i = 0,72202 



6800 

5825 

975 

932 



2,36471 . 560 
1182,355 
141 883 



43 
35 

8 



1324,238 



a)ie ©d&ttlb toirb fofort mit 1324 ZfHx. 7,1 ©gr. abgetragen. 

6) SBenn 131 engl. ÜKeilen = 28 })reu§. ÜKeilen, fo Ift 1 engl. ü». 
= ^ pv. m., 1 px. m. = W engl. 3R. 

28 : 131 = 0,21 131 : 28 = 4,7 

262 m 

18 19 

13 20 

O^m größere ®inauig!eit ber gegebenen ^df)Un Um man bie 
I)ectmat6röd&e nid^t »etter fieser beregnen. 

333cnn 3,186 J)reut. guß = 1 3Äeter, fp ift 1 px. guß = 1 : 3,186 
= 0,3139 aWeter. 

1 : 3,186 = 1000 : 3186 = 0,3139 

10000 

9558 

442 

319 

123 

95 

28 

28 

7) 3(u8 ben 2lttgoben: 1 preug. (SubilioQ S33affer toiegt V preuß. 
V'ot^ atten ©tit«, 1 (Snbtlcentimeter babon »tegt 1 Oramm, foö ba8 
3JerpItni6 »on 8ot^ unb ®romm bered^nct »erben. 

1 pxtü% guß = 0,3139 «Weter = 31,39 (Eentimeter 

3 19 
1 preuß. 300 = — r^ Zentimeter 



1 preug. 6ub. 3. 



31,39 



12 
31,39 



31,39 



jo^er ift 



V )>reu|. ioti) 



12 . 12 . 12 

31,39 ■ 31,39 . 31, 39 
12 . 12 . 12 



(Sub. €entim. 



©ramm. 
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5g ©etndnt Kntl^tttetil. 

c o *t 31,39 . 31,39 . 31,39 . 9 ^ 
1 })rettg. 8ot^ = 't2. 12. 12. 11 " ®'^'*"""- 
31,39 : .12 =,2,616 . 2,616 6,844 . 2,616 
73 5,232 13,688 

19 1570 4106 

7 26 68 

16 41^ 

6,844 17,903 

17,903 . 9 

161,13 : 11 = 14,65. 
51 
71 
53 

(gilt pxiü%. Sotl^ betrögt 14,65 (Srantm, »orauggefefet, ba| bie ^a^ 
V l^tnretd^enb genau ift. 3tt ^afjt^txt beträgt ba6 pxtVL% Sotl^ nur 
14,626 ®ramm, »eil «im franj. ©Aftern bld^tefte« SBaffer (4» C), im 
preug. ©Aftern mtnber bld^te« SBaffer (18f « K.) öorauägefefet »irb. 

8) 3u ^Reufttber nimmt mau 53,4 ^ocent Äu^jfer, 29,1 ^ßroc. 
3inf unb 17,5 *Proc. 'Ridd. SBieöiet öon biefen SDietoöen broud^t man 
ju 1200 ^fb. S'ieufilber, »oenn beim ©(i^meljen ein SBertuft »on li ^roc. 
eintritt? 

@tott 98,5 5Pfb, jebe« aßetoö« finb 100 ju nel^men, fotgtici^ 

53,4 . 12 . ^ «ßfb. fittpfer =- 650,3 



100 
29,1 . 12 . ^ «Pfb. 3inl = 354,4 

100 

17,5 . 12 . ^ qSfb. midd = 213,2 



1218 

man bercd^nct 12000 : 985 = 12,18 unb mttltit)licirt biefc ^af}i 
mit bcn $rocenten. 
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§. L ©ruttbbegriffe. 

1. 3ipci 3Dinge fönncn in ^infid^t i^rer Quotität (©cfd^affcn^^ 
i^cit) unb Quantität (©rBßc) Dcrglic^cn mcrben. 3n Slnfel^ung i^rer 
Qualität finb [ie gl cici^ artig, tocnn ganj ober ti^eiltoeife eine« für 
baö anbcrc gcfcfet iDcrbcn fann, ungleiti^ artig, tocnn bic§ nid^t bcr 
galt ift. 3n 2ln[e^ung i^rer Quantität l^cifecn [ie ©rögcn unb finb 
©egenftanb bcr matl^ematifd&en Söiffenfd^aften. 

©teid^artige ®rö§en finb enttoeber gleid^ ober ungleid^; bon 
ungtcid^cn ®rßgen ift biej^nige bie größere, bon weld^er ein Sf^eit bcr 
anbem gteid^ ift. ©aö Urtl^cil, ba§ bie ®r8§e A ber ©rögc B gteid^ 
ift, tt)irb eine ©leid^ung (aequatio) genannt unb -4 = -B bejeid^net. 
©ie berglid^enen ©rößen l^eißen bie ©eiten (Knie unb redete, membra) 
bcr ©leid^ung. ©aß bie ®ri5ge C größer afö bie ©röße D (D Meiner 
aW C) ift, toirb burd^ bie Ungteid^ung C>D bexeid^net. 5Daßbie 
®röße C jmifd^en ben ®rcnjen B unb D liegt, mel^r al^ jene unb toe* 
nigcr ate biefe beträgt, toirb burd^ bie Söegrenjung B < a< D 
angegeben. 

3. 35ie2Äenge gleld^artiger ©inge mirb bnrd^ eine ^af)\ beftimmt. 
2)a6 ntel^rmat SSorjufteOenbc l^eißf (Sinl^eit unb ift enttoeber gin§ 
o^ne naivere SBeftimmung (unbenannt, abftract), ober eine beftimmte 
©röße (benannt, concret), j. 33. Seltner, üDufeenb, Si^ater, ©ulbcn, 
guß, ®rab, $funb, ©tunbe u. f. U). (gine 3a^I ift gri5ger ate eine 
anbcrc, toenn fic mci^r (Sinl^citcn entölt, aW bie anbere. S)ie unbe^ 
nannten ^ai)kn bitben bie ol^nc gnbe auffteigenbe natürlid^e 3^^* 
Icnrcil^e. Um bie natürlid^en 3a^Ien mit toenig SBörtern unb ^tu 
^^n (3iffctn) mitt^eitengu tonnen, ^aben bie gebilbeten35oßer ba« ©e^ 
cimalf^ftem angenommen, nad^ toetd^cm je^n ßlner ate ein 3^^"^^/ 
jc^n ^ti^ntt afö ein §unbert, jel^n ^unbert atö ein S^aufenb, taufcnb 
Saufenbe ate eine STOittion, mittion aWittionen al^ eine ©ittion, mittion 
©ittionen ate eine Srittion u. f. f. betrad^tet mcrben. 

a)ie ©ricd^cn Bejcici^ncten, tote bie femitif^cn SJöIfer, bie (Siner, ^t\}ntx, ^iin^ 
berte burd^ je neun ^uAflaben il^reö Sll^^^abet8; bte $:oufcnbe bur^ bte 3ci(3^cn bei* 
©inet, beiten ©tridj^e betgefügt tourben, bie 3cf^nt«w[cnbe ii. f. to. toiebcrum \>m6) 
bie 3ci<3^cn ber (Sincv, Seiner u. f to., benen ber Sflamt 9Ki?rioben ^injugefilgt 
tourbe. 2)ie Slbtl^eitung großer 3a?^(en na* 3Ri?riobcn i(l öon anbern SSöIfern itidpt 
nad^geal^mt toorben. 3)ie 3l8mer bejei^neten einen einer, einen 3«^n«r, ein $un* 
bert, ein 2:aufenb, femer fünf (Siner, fünf Seiner, ünf ^nnberte bur^ @c^riftjei(]^en, 
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tocld^c f^)ätcr öon gctt)tf[cn SBud^JlaBcn be« gemeinen ^\p\)<ihtt9 xdäft mel^t unterführte* 
bcn tourben; öier unb neun (giner würben burd^ ©n« bor fünf unb je^n baröeflettt 

u. f. tt). 

SDiefe ©(i^reilbarten fmb feit bem 12ten 3al&rl^unbert ber (i^rifiliii^en 3«tred^nung 
bur(]^ bie i)on ben Slrabem teroreitete inbifd^c (Srfinbung öerbrängt, naqtctl6)tx bie 
einer burcä!^ befonbere 3"<^en, bie ^tl^ntx bnrd^ il^ren Ort jur Sinfen ber @iner, bie 
^unberte, 2:aufenbe u. f. ». bur(^ tl^ren Ort gur 2infen ber S^^mx, ^unberte u. f. ». 
unter (Sinfül^rung be« icbnten S^\)iitiö)tn^ angegeben toetben. 3)ie 3«Wtt>8rter 
MiUion, ©ittion, . ., aKiüiarbe (taufenb SWitttonen) fmb neuere «Übungen. 2)a« 
^ort äftillion Bebeutete im 16ten 3al^rl^. in ber ))ulgären ^pxa6)t eine @e(b{umme; 
a(9 abftracted S^\^itot>xt \}at t9 erfi im 18ten Sal^rl^. in bie ^ed^enbüd^er allgemeinen 
Eingang gefunben. SSergl. bie Sluffäfte be« S5erf. in ben Sei^j. S3erid^ten 1865 unb 
3m neuen Utiäf 1871 p. 617. 

8. S)tc ^ai^kn unb il^rc 35crbinbungcn pnb Oegcnftanb bcr5lritl^=^ 
metit ginc ß^^t^^^erbinbung auöfül^rcn (operlrcn) l^eißt rc dauert. 
3ur Sejeid^nunfl ber au^jufül^rcnbcn 3^^fe«berbinbunflen finb beftimmte 
^leci^nung^jcid^cn eingeführt ^ci^Un im äßflemeinen, b.l^. üon un* 
beftimmt biel (Sinlifeiten, toerben burd^ berfd^icbene ®ucl^ftaben (große, 
Heine, numerirte) bejeid^net, j. S3. 



A 


B 


c 


a 


h 


c 


a 
a' 


ß 


l- 


«1 


«2 


as 


«11 


ai2 


«13 


«21 


«22 


«23 



«n 

«In] 
«2n 

ÜDal^er nennt man bie aQgemeine Slrit^mettl auci^ Sud^ftabenred^^^ 
nung (arithm. speciosa, universalis), im ©egenfafe gur gemeinen 9?e^ 
d^enlunft (logistica, arithm. numerosa), toetd^e bon jener eine älnipenbung 
ift. Unter l^ö^erer Slrit^metil (3a]^tentel&re, throne des nombres) ber* 
fte^t man bie Seigre bon ben ®igen[d^aften ber gangen ^a^^Xtn unb ganj* 
ja^ßgen iSormcn. 

S3ei SucUbe« tocrben attjemeine S^Wen burci^ ©treden bejeidftnet, unb 3«^* 
lenberbinbungen burti^ Sonflructionen erläutert. 2)io<3l^antu« (in ber jtt)etten Hälfte 
bed 4ten Sabrl^. n. Q[(r.) gebrandet bie $(nfang^bud^fiaben unbeflimmter' ©rSgen atd 
3al^(}eid^en, xod^t gegen ben Anfang be9 SD'^itteTalterd numeri cossici (cossa, cosa, 
chose), fester species genannt mürben. S)eutli(^ere Stnfänge ber ^uc^flabenrec^nung 
finben fid^ na^ (Sinfül^mng be« inbifd(>en Stlgoritl^mu« (®em. Sritl^m. §. 14) bei 9ie* 
g iomon tan 1460 (algorithmus demonstratus. Ü^Umberg 1534. %ergl. Chasles 
aperQu hist. p. 621 ber beutfd(>en Ueberf.), unb @tif el (arithm. Integra 1544 fol. 
252), in größerer 5lu8bel^nung bei SSieta in ber itoeiten ^ätfte be« 16ten Sabrl^. 

4. S)ie ©äfte ber mat^ematifd^en SBiffen[d^aften finb enttocbcr 35 e* 
finitionen, ober S^l^eoreme, ober Slfiomc. S)ie S)efinition (pqtq- 
/w,oV, erffarung) bient jur SJerftänbigung über einen jufammengefefeten 
Segriff. Sin S:^eorem {^mqri^, fiel&rfaß, ®a|, propositio) Inüpft an 
eine SSorauöfeftung (vnd&mg) eine Sc^auptung (d^iaig), ?tjciom (d^tama 
®runb[afe, ^t)poti)t\t) ift eine Sel^auptung, bereu ainerfennung o^ne SBei* 
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texeö geforbcrt mirb. ©ic gerühmte atid^ttglcit bcr mat]^cmati[d^cn 
äöiffenf Gräften tcrul^t barauf , bag [ie eine äugcrft geringe Slnja^t bon 
3({iomen erf orbern, unb baf i^re 2:]^coremc fid^ (togi[ci^) bett)ei[en unb 
(em^jirifd^) ))rüfen taffen. ©er S3ett>ei« {anodei^iq^ demonstratio) tt)irb 
birect gefül^rt, toenn man an^ bcr SJoran^fe^ung burd^ ©ci^tüffe bie 
Se^auptung ableitet; inbirect (apagogifd^, «Traywyj}, deductio ad ab- 
surdum) menn man an^ ber 35emeinnng ber Se^anptnng bnrd^ ©ci^lüffe 
bie SSernetnnng ber SSorauöfe^ung ableitet, ©in ©d^tn^ {ovlloyig^og) 
befte^t auö ^rämiffen unb ber Sonclufton/' g. 83. toenn -4 = J? unb ^ 
= C, fo ift A = C; toenn :4 > 5, 5 > C, fo ift ^ > C; Oleid&e« 
um ®lei($e^ »erme^rt ober berminbert giebt ©leid^e^ u. f. f. 

Stbgefe^en bon biefen a\x^ bcm ©egriff ber ©teid^i^eit Verborgenen* 
bcn ©d^tüffen bebarf ber erfte 2]^eit ber mat^ematifd^en saSiffenfd^aften 
(Slrit^mettf, 2ltgebra, 2lnat^fi^) feiner Slfiome, »ä^renb bie folgenben 
Streite (®eometrie, SWed^anif) nid^t ol^nc einige Slfibme begrünbet toer^ 
ben tonnen. 

3n ben älteren ©arficttungcn bcbcutct coroUarium ein $:^eorem, töeld^eö einem 
anbein unteigeorbnet unb qxl^ bemfcIBen leidet obteitbar ift; lemma (ju kufißavüi) 
ein %\^tf>xtm, xoti^z^ einer anbem Steige angel^örig jur 53egrünbnn9 eine« umfaffen* 
bcrcn X^eovcmö torauögcfii^irft tolrb. 

§. 2. Sie (Summe.*) 

{S^tii §. 1 ttn^ 7.) 

1. Sie ©umme jtoeier 3#en cutfte^t burd^ ^iniujä^ten (Slb- 
bition) ber ©in^eiten ber itoeiten 3^^^ ju ber erften 3«^t- Seii>e 3^^^ 
fen Veiten ©lieber (termini, termes) ber ©umme. ®ie ©umme ber 
'^abfltu a unb h, loirb beieid^net a -+- 6, gelefen a plus b. 

2. ©ie ©lieber einer ©umme lönnen nid^t anbcr^ ate gleid^benannt 
fein, bie ©umme ift mit ben ©liebem gleid^benannt. 

3. ©ie Orbnung ber ©lieber einer ©umme ift beliebig: 

®enn bie Steige bon a ßinl^eiten, gu benen b einleiten abbirt toorben, 

123 al23 b 

T + T + T + ..+1 + T + l+l + .. + l 

erfd^eint bom ßnbe au^ ate bie Sieil^e bon b gini^eiten, ju benen 
a @tnl?eiten abbirt loorben. 

!Die ©umme « + 6 + c erfd^eint nid^t nur ate ©umme ber 



*) Sür ben Sttjedt ber ßinüBung flnb bei ben ^aragrcHjJen be« gleiten nnb brit* 
ten 5Bud;0 bie entf^jre^enben ^aragra^lSien öon $ei«' @amm(ung toon ©eii^sictcn unb 
^ufga&en au9 ber aUgenieinen ^ilrit^meti! unb ^(gebra angegeben n^orben. 
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©Bebet a + 6 unb c, fonbern auci^ ate ©umrac ber ©lieber a unb 
& + c, unb ift ba^cr gteid^geltenb mit 6 + a + c unb a + 6 + «•. 
9(ud einer gegebenen Slnorbnung ber ©üeber taffen fid^ baburd^, bag 
man bie $Ia^e bon benad^barten ©tiebem bertanf^t, aQe m5gßd^en S(n< 
orbnungen ableiten. 

§• 3. 5)a8 ^robuct- 

(i^cid §. S ittt^ 15, 8—16.) 

1. ^robuct i^eigt bie ©umme bon gleid^en ©liebern. 5Da« 
me^rmaf gefefete ©lieb ^eigt aWuttipficanbu«, bie Slnia^lber glci^ 
d&en ©lieber äWuItipIicator. S)a« ^robuct ber ^a\iUn a unb h 
b. ^. bie Summe bon h ©liebern, bereu iebeö a x\i, toirb bejeid^net 
ab ober a . h ober a x b, gelefen a muttipticirt mit b ober fcmal a. 
35a^ aWuItipfication^ieid^en fann nici^t festen, toenn ber SIRuWipIicator 
eine gemeine ^(ii)l ift. 

a . 2 = a + a 

i w i i 

2. gin SKuftipIicator fann nid^t anberö ate unbenannt fein, baö 
^robuct ift mit bem a»uItij)Ucanbu6 gleid^benannt (§. 2, 2). 

JJ. aWuIti^Iicanbu« unb SKuftijjIicator fSnnen ol^ne äenberung be6 

^robuct« »ertauf d^t toerben unb Reißen beöi^alb gactoren beö ^ro== 

buct«. ©ie Drbnung ber gactoren eine« ^robuct« ift beliebig: 

ab = ba 

abc = bac = acb = ... 

5X:3-=1 + 1+1 + 1+1==3X5. 

+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 

+ 1 + 1+1 + 1 + 1 

ÜDenn 3 S^ükn t>on je 5 (Sinl^eiten erfd^einen bon ber ©eite betrad^tet 

afö 5 Solonnen oon Je 3 einleiten, ßbenfo finb c Reiten bon ie b 

©fiebern a jugleid^ b Solonnen bon \t c ©liebern unb enthalten ju^ 

fammcn bc ©lieber (§. 2, 3). 

aWan fd^reibt getoö^nti^ 2a, 3a, . . ftatt a.2, a,3, . . , fo baß 

5a = 2a + 3a u. f. tt). Um mit bc ju multipttcireu, fann man mit 

b muttiplidren unb ba« ?ßrobuct toieberum mit r. aWan finbet 3a . 26 

= ßab, u. f. tt), 

SBcnn ba« ^robuct toon n gactoren J)on bct 3(norbnmia ber O})cratton «nab* 
l^ängig i% fo ift and) ba« ^robnct i>on n -\- 1 gactorcn a, ö, c, d, e, , . öon bct 
Slnorbnung bct O^jcration umh^n^iQ. ffflan fü$rt biefc« ^^Jrobuct auf ein ¥rob«ct 
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toon n gactoren babut(^ )urü(f, bag matt entloeber a mit &, ober a mit einem an« 
bcrn §actor c, ober ein anbete« ^aax gactoren c mit rf ju einem ^robuct i)ereint. 
9^a^ ber Soraudfe^ung ftnbet man g(etd|e ^robncte and t>en <^)^|!emen locn {gactoren 

abf Cf d, e, , , unb <ibc, d, e, , , 

aCf h, d, e, , , unb Ucb, d, e, , . 

a, b, cd, Bf . . nnb <ib, cd, e, . , 

abf c, d, €f , . nnb ab, cd, e, , . 
5Run ifl acb =* abc, folglid^ flimmen atte biefe JJrobucte t>on w gactoren üBerein, nnb 
ba« ^lobuct toon w + 1 gactoren ijl toon ber 5lnorbnnnö ber Operation unabWnöiö- 
2>iefe Unab^ngigfeit finbet aber bet 3 gactoren jlatt, alfo auä} bei 4, 5, . . gactoren 
{Z>xxxä)ltt äal^lentl^eorie t>on 2)ebelinb §. 2). 

§. 4. ©ic ^otenj. 

H?otcni l^eifet baö ?ßrobuct öon gleid^cn gactoren. !Der mcl^rmd 
gefefete gactor l^eigt ©ignanbu«, bie ätttjal^l ber glctd^en gactoren 
S^ponent SDignanbud; Sjrponent unb Motens t5nnen nid^t anberd 
ate unbenannt fein. 35ic Me ^otenj t)on a, t>. ff. baö ^obuct öon b 
gactoren, bereu jeber a ift, toirb bejcici^net a^, gctefen a })otenjirt mit b, 
ober a jur Men (?otenj), ober a ^oä) b. ©le crfte ^otenj einer ^af)l 
ift bie ^(ii)l fclbfi; bie gtoeite ^otenj ber ^affi toirb i^r Ouabrat ge* 
nannt, bie brittc 6u6u«, bie bierte ©iquabrat. Socfficient einer 
^otenj l&ei^t ein bon beut 5)ignanbu« unabl^ängigcr gactor ber ^otenj 
ober baö ^robuct fotd&cr gactoren. 

a^ = a a a . . a 
3a . 2a = 6a\ 2ab^ . Ta^ft». == Ua^\ a^a = a*»+i. 

S)ignanbud unb (S^onent !önnen im^SKtgemeinen nici^t oertaufd^t 
»erben, @^ ift gtt)ar 2* = 42, aber 2^ ift bon 3^ oerfd^ieben, u. f. to. 

§. 5. ©ie inbirecten D:pcrationen. 

(^cU §§. 2. 4. 41. 56.) 

1* Senn bie ©umnte unb ein ®(ieb gegeben ift, fo l&^t fid^ bad 
anbere ®(ieb beftimmen, inbem man gu bem gegebenen ©liebe ein l^in= 
reid^cnbe« Olieb (Differenj) abbirt. 

9* SBenn bad ^robuct unb ein gactor gegeben ift, fo lägt fid^ ber 
bere gactor beftimmen, inbem man ben gegebenen gactor mit einem 
rcid^enben gactor (Quotient) muttiplicirt. 

8* S33enn bie ^otenj unb ber S^ponent gegeben ift, fo lägt \xä) ber 
ignanbu« bcftimmen, inbem man eine l^inreidf^enbe Bal^I (SBurjel) 
t bem gegebenen ffijponenten potenjirt. 



»al|}er. I. 4. %ufl. 
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SSSenn bte ^otenj unb ber 2)tgnanbu9 gegeben ift, fo I&gt ftd^ ber 
(Spßonmt beftlmmen, inbem man ben üDignanbu« tnit einer l^inreici^enben 
^atfi (Sogaritl^niu«) <)otenittt. 

Sluf ba« ^otenjiten gtünbcn ftd^ jtoei inbitecte D))erationcn, ttjeil 
!Dignanbud unb (S^onent nid^t bertaufd^bar finb. 

§♦ 6. 3)ie Sormeln* 

iJ^eU «. 6.) 

1. gormel (formula, forma) ^ei§t eine SSerbinbung bon ^ai)Un 
butd^ SRed^nung^jeid^en, j. ®. a + 6, a6, a^. gin 5ßrobnct (^oteng) 
]^el§t eint ]^ eilig (mononomium, tjerlürjt monomium); eine ©umme 
l^eigt nad^ betSlnial^t il^rer ©lieber {tDeitl^eitig, breitl^eilig^ t>itU 
tl^eiUg (binomium, trinomiam, poljnomiam). 

2* gormetn toerben toie einjelne ©ud^ftaben burd^ 9ied^nung«* 
jeid^en berbunben, nad^bem man fie in klammern eingefd^Ioffen "ffat 
(na^iv-esaig, $arentl&efe). ^wc ginfdf^tielung t>on ^arentl^efen gebrandet 
man Kammern t)on berfd^iebener ®eftatt. £)ie @infd^Uegung ift un^ 
n&t^ig, n?enn eine ©umrne ju abbiren, ein $robuct ju multi))(iciren ift 
(§. 2, 3 unb §. 3, 3), j. ®. 

a + (ft + c) = a + 6 + c, (ab)c == a{bc) == abc. 

©ei Eucl. X, 37 wirb bic jtocitl^eilige gormel a + ?^b al« ^x cfvo di^o^a- 
Tfov (ex binis nominibus) bejeici^net; bat)on ifl ba9 ^ort binomium ^ebilbet, beffen 
befonberer @inn bid xn9 18te Sal^rl^itnbert fid^ erl^alten ^at. 3)ie nci^ttgeren ^U« 
bungen immomiam, mnltinomium ^aben teineit (Singang gefunben. S3ieta (1580) 
machte übec bie 3u{ammenge(>örigen ©lieber <^txiäftf toie fte noci^ bei ben Surjeln 
ber ntel^rt^eiUgen gormelu gebraud^t n^erben. ^er ©ebrauc^ ber klammern ^ )]>elc^e 
feit bem 17ten 3a!?r]^unbert (betgl. Älügel matl^. SB. I. p. 52) borfommen, ift im 18ten 
3a^r^unbert attgemein ^eiDorben. 

2)ie ie^t gebr&u(!^h^en 9le(^nungd)eid^en finb fämmtlid^ nad^ (Srftnbung bee 
©üd^erbrudt« eiiigefül^rt »orben. 5Da« ©leic^l^eiWjei^en (=), »eldj^e« juerfl 9iecorbc 
1552 gebraucht \)at (öcrgl. Älügel mat^>. ©. I. p. 42), lam erfl 100 ^a^re \p^tix 
in attgemeinern ©ebrau^. 2)ad Ungktci^^eitösei^en «) fommt im $(nfange be9 
17ten Sal^r^unbertd bei ^arriot t>ox (Flügel I. p. 50). S)ie ^Mtx plus unb 
minus tourben in Italien unb f^ranlrei^ iuerfl burd^ bie ^nfang9bu(!^flaben p unb 
m, in 2)eutf(!^lanb aber fci^on in ber ^u^eiten ^Ifte bed 15ten Sal^rj^unberte burti^ 
+ unb — bejeidj^nct (öergt. ©robifd^ de Widmanni compendio 1489 edito. 1840 
p. 20). ^iefe ^ti^tn toerben jiebo(!^ einem beflimmten (Sr^uber nic^t jugefij^rieben, 
unb ftnb bed^alb ))iettei(!^t nid^tö toetter al9 ^Deformationen iener ^n^fftaitn. (Sine 
anbere Slnfld^t über ben Urfprung berfelben S^i6)tn ^at be !Öiorgan (Athenaeum 
n. 1931 p. 565, 1864 Oct. 29) angebeutet. 

2)ie 3»f<tmmenftellung ber gactoren eined ^robuctd ol^ne 9le(i^nung^)ei(i^n finbi 
fiäf bei (Stifet arithm. 1544 fol. 225; ba« SWultitolication«jeid^en (x) lommt h 
Ougl^treb (clavis math. 1631), ber $unct bei Seibnij in ber jtpeiten $5(fi 
bed 17teu 3a(ir^unbertd ))or. 8ei 2)io:|)t»antu9 unb feinen illac^folgern n)irb eir 
unbefümmte B^^t (bie Unbetannte) ccQi&fiog, res, cosa, radix genannt; i^r Ouabr 
övvafAigy potentia, potestas, census, censo in golge bed alten ^ebraud^d bi 
3öörter dvvauig, övvagihai (Eucl. El. X); i^re britte ^oteuj xvßog^ cubns 
S)ie ^ö^eren "tpoten^en führen ^ufammengefe^tere 92amen SwnfAO'Svvafi^g u. f. < 
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Den tarnen dignitas l^at ^ombeUi 1572 gebroud^t, toSl^unb potestas nnb coef- 
ficiens bui^ $ieta ilbUc^ gemovben ift. 3)ie ^e^ei^nung ber ^otemen tt)arb butci^ 
<StifeI borbercitet, toel^er ber SÄcil^c 1, M, 1-4^, lAAA, .. bie iRumtncni 0, 1, 
2, 3, . . überf($neb, bie er (§|r:|)onenten nannte (arithm. foL 250 nnb in ber $er« 
ausgäbe x>on (S^rifit. ^ubolff'9 Coss. 1553 fol. 62j. 9}ac^bem <^tet>tn 1585 
(bergl. Älügel tnat^. SB. I. p. 43) bie Benennung ber ^otenjen nad^ il^ren d^po^ 
nenten eingeführt ^atte, tourbe bie ie^ige ©e^eid^nung ber ^otenjen burd^ ^erigogne 
(cursus math. Paris 1634) unb 2)e«carte« 1637 tjerbrcitet. 

§/7. ©ie SDiffcrenj. 

1* 3)te ^Dtfferenj (Untcrfd^icb) itocicr ^.al^ten ift bie ^a^, ju 
mefd^et bie jmeitc abbin bie crftc gicbt. ÜDie crftc 3ö^t fjti^t fDlu 
nuenbu«, bie ätoeite ©ubtral^cnbu«, fo bag 

35ifferenj + ©ubtral^enbu« = SÄlnuenbu«. 

®ie 5Differenj »on a unb 6 totrb bcjeid^net a — b, gelefen a 
minus 6. 'Sic Sered^nuttg einer ©iffcrenj l^eigt Subtraction unb 
fommt burd^ Slbjä^ten ber (ginl^eltcn be« ©ubtra^cnbcn bom Sßinuen* 
ben JU ®tanbe. Um eine ©iffcrenj ju j)rüfen, fjat man ju il^r ben 
©ubtrai^enben ju obbiren unb bie ©umme mit bcm SÄinuenbcn ju ber* 
gleichen. 3nöbefonbere ifta + * — ft = a, a + b + c + d 
— (c + d) = a + &, 5a — 3a = 2a u. f. f. Slu« ber aBegrcu«^ 
png a <C X <ih \6ßt%i man, baß a? — a < ft — a. 

a* SJiinuenb unb ©ublra^enb fönnen nid^t anber^ al« gleid^benannt 
[ein, bie Differenj ift mit il^nen gleidf^benannt unb giebt an, um tote* 
biet gröger ber SWinuenb ift at« ber ©ubtral^enb. 

3. SBcnn ber aJiinuenb bem ©ubtral^enben gteid^ ift, fo ift bie 
!Differenj (5ftuü, ziphra, z^ro). SBenn ber aWinuenb Meiner ift at« 
ber ©ubtva^enb, fo !ann bie S)ifferenj in gorm eine« ©ubtral^enben 
(o^ne aJiinuenben) angegeben toerben, j. JB. 
7 — 7 = 
7 — 8 = — 1 
7 — 9 = — 2 
a — (a -j^ c) = — c 
a — b = -^ {b — a) 
»eil bon a nid^t mel^r ate a fubtra^irt toerben lann, folgtici^ b — a 
JU fubtral^iren bleibt. 

Um aöc ©ubtractionen o^ne «uönal^me au«fül^ren ju fönnen, feftt 
man bie {Reil^e ber natürlid^en Balten rüdtoärt« über 5RuIl fort burc^ 
3a]^Ien, loetd^e ba« 3eid^en ber ©ubtral^enben (— ) bor fid^ tragen 
unb negatib genannt toerben, toäl^renb bie natürlichen ^(n^ti^, benen 
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iur aSetbcuttici^ung be« ©cgenfafec« ba« äbbition^jc^cn (+) borgcfe^t 
»erben lann, |)ofitib l^eigen: 

. « . , 3, 2, — 1/0, 1, 2, 3, . . . 
S)te negattoen 3^^^^^ fi^^ ebenfo aud ber negatit)en (Sinl^eit gebitbet, ald 
btc i)opttben'3<^^t^« öu« ber pofitfeen glnl^eit. ÜDie iDifferenj a — 5 
tolrb erreid^t; »enn man in bicjer SReil^e Don 5RuU an a ©fieber bor^ 
»ärW (red^t^) unb bon ba an b ©Heber rfeftoärt« gei^t. 

5Dic pofttiDen 3^^^^^" betragen mel^r aU 5RnlL 3Son ben nega== 
tiben 3^^^^" ^^6 gefagt »erben, ba§fie weniger atö Siult betragen, 
»eil eine 2)ifferenx abnimmt, »enn il^r ©ubtral^enb mäd^ft, j. Sd. 

7 — 6, 7 — 7, 7 - 8, . . 
bilben eine SReil^e t>on mel^r unb mel^r abnel^menben ©Hebern, änö bem 
Dberfa^ — 5 < leitet man burd^ SlbbiHon öon 5 ben rid^tigen 
©d^lugfafe < 5 ab. 

4« @ine !£)iffereni tann aU eine @umme betrad^tet »erben, Don 
»eld^er ein ©Heb ncgatiD (ein ©ubtral^enb) ift. JDemnad^ »irb ba« 
©inomium a + (— b) burd^ bie 1)iffcrenj a — b erllärt. iDenfelben 
saSertl^ ^at — 6 + a, »eil — 6 + a + i»== — 6 + ^ + = 0. 

3»ei 3^^t^" l&eißen entgegengefefet glcid^, »enn bie eine fo^ 
biet negative (ginl^eiten afe bie anbete jjofitibe l^at, mitl^in il^re ©umme 
ift, j. ©. 1 unb — 1, c unb — c, a — b nni b — a ober 
— a + ft. 

3»ei ©rß^en l^eigen entgegcngefefet, »enn eine einem Sil^eil 
ber anbern entgegengefefet gleid^ ift, mitl^in il^re burd^ ©ubtracHon ge^ 
bilbete ©umme Heiner ift atö bie größere Don beiben ®rö§en. 3- ®- 
eine j)ofiHDe unb eine negatibe ^af)l (Don entgegengefe^ten 3^id^en), 
3Sermögen unb ©d^ulben, ©e»inn unb aSerluft, gortfd^ritt unb JRüdt* 
fd^ritt, ^ebung unb ©enfung, S9efd^Ieunigung unb SSerii^gerung, ^bflofung 
unb ainjiel^ung, ^reffung unb ®j>annung u. f. ». 

3Ber a Z^aUt befi^t unb b Zf)aUx fd^ulbet, ^at a — 6 Sl^aler 
35ermÄgen b. f). ent»eber a — b Z^al&c »irlHd^e« aSermBgen, »enn 
a — b )>ofttiD, ober fein SSermögen, »enn a — fc null, ober b — a 
Zfjakx ©d^ulben, »enn a — b negaHD ift. ©d^ulben laffen fid^ alfo 
ald negatibe« 93ermßgen unb umgelel^rt SSermi^gen afö negatibe ©d^ul« 
ben in 9ied^nung bringen. 

@in $unft, ber Don einem gegebenen fünfte au6 a~b gu§ Dor^^ 
»ärt« gelegen ift, liegt ent»eber »irlHd^ Dor»ärt« Don bem gegebenen 
fünfte au«, ober auf bem gegebenen fünfte fefbft, ober rä(I»ärt« Don 
bemfelben, ie nad^bem a — b po[\tit>, null, negaHD ift. DfegatiDer gort^ 
fc^ritt ift {Rfirffc^ritt. U. f. f. 
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§. 8. Summe unb ©iffcrenj t)on ^ol^uomiciu 

i^eU §§. 8—18.) 

1. Um öon einer ©umme eine 3^^! J« fubtral^ircn^ lann man 
toon einem il^rer ©lieber biefefte [ubtral^lren. 

a -\- b — c ==■ a +(6 — c) = a — c -{- b^ 

Sdtxotx^, SBenn man ju a + (ft — c) ober ju a — c + 6 
ben ©ubtra^enben c abbirt, inbem man mt b — c ^ c = b ober 
mit a — c + c =- a beginnt (§• 2, 3), [o erl^alt man a + ft, ben 
aßinuenben (§. 7, 1). 

Umgefel^rt: (Sine 3)ifferenj toirb abbirt, Inbem man ben aJiinucn^« 
ben abbirt unb beu ©ubtral^cnben [nbtral^irt in beliebiger Orbnung. 

2» Um eine ©umme p fnbtral^iren, ^at man il^re einjelnen ®lie* 
ber ju fubtral^iren. Um eine 2)ifferenj ju [ubtral&lren, l^at man ben 
aKinuenben ju fubtra^iren unb ben ©nbtral^enbcn ju abbiren* 

a — (b -}- c) = a — b — c. 

a — (ö -f- c) = a — ft + c. 

Setijei«. SBenn man iw a — b — c ben ©ubtral^cnben b + c 
abbirt, inbem man mita — &-— c + c = « — ^ beginnt, [o er* 
l^ält man a, ben üßinuenben, meil a — ft + 6 = «, 

333enn man ju a — 6 + c ben ©ubtral^enbcn b — c abbirt, in^^ 
bem man erft c [ubtral^irt, bann b abbirt (1), [o erl^ätt man a, ben 
SWinuenben. 

©al^er ift anä^ ■— 4a + 7a = 3a, -- 5a -f- 2a = — 3a, 
— 4a — 3a = — 7a» 

3» Um ein ^ot^nomium (©umme ober Slggregat bon |)ofitiben 
unb negatttjen Oüebern) ju abbiren, abbirt man in beliebiger Örbnnng 
feine einjelnen (Stieber (ol^ne Slenberung ber ^tx^tn). Um ein ^ol^no* 
mium JU fubtral^iren , abbirt man feine einjelnen ©lieber mit ben ent* 
gegengefel^ten ^t^tn (bie pofitiben mit bem ^zxiim — , bie negatiben 
mit bem '^ti6:}tn +)• 
a + (ö — c+J) = a4-(ö — c) + df==a + & — c + e? (l), 

gin ju abbirenbeö ^oUjnomium brandet alfo nid^t in Älammern ge* 

fc^Ioffen ju werben. ^Dagegen ift (2) 

a — (b — c -{- d) ^=^ a — (6 — c) — d 

= a — b -\- c — d, 

S)em SSinomtum (@unime) tourbe im Slltertl^um dnorofiri, recisum, residuum 
(3)iffetcnä) gcgenüfcergcftetlt; bie 2)if[etcnjcn »urbcn in @|ceffc unb 2)efcctc unter* 
f(|?icben. S)je ©infü^ruttg ber ncgatitoen SaT^l^n i^r SBefcittgung biefcr Unterfd^eibung 
fcilbet einen tt?c|entlid;en gortfd^ritt ber 9ieuern, »c^er fafl lugitiä) mit ber ein=^ 
ful^ruug ber SSud^pabenrec^uuug im 16ten 3aW. begonnen unb im 17tcn 3a&rl^. 
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toottenbet t»urbe. ^txal ^(ügel mat^. SSß. I. p. 30 ff. ^ie Sudbiüde nameras 
Veras ttnb üctus (falsas) lommen bei (Sarbano u. %. t>ox, bie Benennungen 
affitmatit) (^ofttiD) unb negattt) bei 8ieta. S^gtegat bebeutet noci^ bei 8ieta nur 
eine ©umme üon ^ofitiben ® Hebern. 2)ie Beset^nung eined ))ofitit)en ober negativen 
Sßert^ed burd^ einen unb benfelben Bud^flaben fommt bei 2)edcarte9 (®eom. 1637) 
t)Dr; ben 9{u^en biefer Bejeici^nung mu^e nod^ ißeiDton für Seibnt} ou^brüdUdp 
^ettoorljjefeen («tief an ßeibnij 1676 Oct 24). 

§. 9. $robuct toon ^oj^nomiem 

(i^eU §§. 14—16.) 

1« Um ein $oI^nomium ju muttipUctren^ ffat man feine einjetnen 
©lieber ju mutti<)licircn: 

(a — b -{- c)m =s am — 6w + cm. 

©etoeiö. ©le Summe oon m ®öebern, beten jebe« a — b-^- c 
ift, i^at m ©Uebet, bcren jiebe« a, fetner m ®ßeber, beren jebe« — b, 
enbli^ m ©lieber, beren jebeö c ift (§. 3, 1. §. 8, 3). 

2. Um mit einem ^ot^nomium ju mu(ti))(iciren, l^at man mit fei« 
nen einjetnen ©Hebern ju muttipticiren. Die einjetnen ^robuctc cr^ 
galten bie ^tx^^tn ber ©lieber, mit benen man muttii)ticirt. 

Settjei«. m{a — b -\' c) = {a — b -{- c)m nac^ §. 3, 3. 

= am — bm -{• cm (1) 
= ma — mb -|- mc, 
31 nm. (Sin 3)^uUi)){icator lann an fid^ meber ))ofitib, nod^ negatit) 
fein (§. 3, 2).' 3ßit einer ))ofitibcn ober negatitjen ^al^t multit)ticiren, 
jagt man abfürjenb für ,,mutti))ticiren mit ber unbeieid^neten (abfotuten) 
3ai^I unb ba« ^robuct abbiren ober fubtrai^iren." 

3. Um ein ^ot^nomium mit einem ^ol^nomium ju mutti))Iiciren, 
l^at man bie einjetnen ©lieber be« einen mit jebem ©tiebe be« anbern 
JU multipltciren. gactoren bon einerlei ^tvS)tn geben ein ))ofitibe«, bon 
entgegengefefeten 2>^\ä)txi ein negatioeö ^robuct *). 

Semeiö. (a— 6)(c — rf)= («— 6)c — (a — 6)rf nad^ (2) 

z=iao — bc — {ad-^bd) nad^ (1) 
= ac — 6c — ad + W nad^ §. 8, 2. 
!Die ^robucte + ac, — bc, — ad, + bd lann man anfeilen ate 
entftanben o,\x% ben SWuItit)ticationen oon + a mit + c, — 6 mit + c, 
-h a mit — rf, — 5 mit — ci (2, 8lnm.). 
3Ran finbet 

(a — 5) (c — d) = — (6 — a) (c — d) 
= - (a- b){d- c) 
= (6 - a){d — c) 

*) S)iefe Siegel toirb fd^on im ^Itertl^um namentlid^ bei 2)io^^antu^ (Arithm. I, 
def. 9) angemenbtt. SD^on l^otte fie au9 Eacl. El. n. abgeleitet 
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übercinfttmmenb mit ber für bie ^txäf^n ber ^robuctc abgeleiteten 

9tegel. Tlan finbet ferner 

(a + h)(c + tf) + (a — b)(c -^ d) = 2ae + 2bd 
(a + h)lc -\- d) — (a — h)lc — d) = 2ad + 26c. 

4. Umgelel^rt; ©ie ©lieber eine§ ^ot^nomium, toetd^e '^robncte 
finb mit einem gemeinfd^afttid^en gactor, taffen fic^ t)ereinigcn, inbem 
man bcnfetben cor eine ^arentl^efe fefet, in ber bie nid^t gemeinf(<>aft* 
tid^en gactoren mit ben ^tidfzn ber einjetnen ©lieber ober mit ben 
entflcgcngefefeten ^tiäftn [teilen, je nad^bem ber gemeinfd^aftüd^e gactcr 
bad ^üä)tn + ober — l^at. 

a -\- hd — crf = a -j- d{h — c) = a — d{ — 6 -j- c) 

ac — hc — ad + hd = c{a — h) — d{a — h) 

= {a- bKc - d). 

SBenn {toei ^ol^nomien nad^ faUenben ^otenjen eined 99ud^fta(en$ 

georbnet finb, fo lann il^r^robuct ate ein nad^ faltenben ^otenjen be«* 

felben ©ud^ftaben« georbnete« ^ol^nomium bargefteltt toerben. 

(ax^ -}- bx^ + ex + d)(fx^ + ^a: + ä) 
= afx^ + b/x^ + cfx^ + dfx^ 

+ agx^-^ bgx^ + cgx'^ + dgx 

+ ahx^ -\- bhx'^ + ckx + dh 
= afx^ + (6/ + ag)x^-\- {cf + 6^ + aK)x^ 
+ W + c^ + ^Ä)a;2 4- {dg + cÄ)a; + dh. 

^ierin ift bie Anleitung jnr aWnttiptication mel^rjiffriger !5)ecima^ 
jal^ten entl^atten, toeit ax^ + 6a?2 -f- ca? + t? eine sbccimatjal^l bc* 
beutet,, toenn « = 10 unb a, 6, c, d '^^\x^ au6 ber Steige 0, 1, 2, . ., 
9 finb. 

5* ©emerlen^toertl^e ©eif<)iele 

I. (a + &)2 = «2 + 2a6 + 62 
(er + 6)3 = (a + 6)2(a + 6) 

= a» + 3a2i + 3a62 + 6» 
(a + 5)4 = «4 4- 4a36 -j-Ga^ft^ + 4a63 + 6* 
n. f. U). JDie ßnttoidtetnng ber ^otenjen tjon a — - 6 erl^äft man, toenn 
x^QX^. 6 mit — 6 üertaufd^t, woburd^ 6^, 6^^ .. nid^t Deranbcrt, aber 
63, 6^, • . negatib toerben, fo ba§ Sieil^en bon ©liebem mit abtt)ed^=* 
fetnben 3^^^^" entftel^en. 

n. (a + 6 + c)2 = «2 + ^2 + c2 ^ 2a6 + 2aG + 26c 
n* f. tt). ÜDa^ Quabrat eine« ^ol^nomium beftel^t au« ber Summe 
ber Quabrate ber einjelnen ©Heber unb ber boj)petten ^robucte au« je 
jtoei ©liebern. ©ie '^tx^ntn ber bo^)peften ^robucte finb burd^ bie 
3eid^en ber ©lieber beftimmt, jau« benen fie gcbitbet toerbcn (3). 
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attgemcine iSCrit^imeti!. 



III. (a + h)(a ^b):=: a^ ^ b^ 
(«2 + a6 + b^)(a — ft) == a» — 63 
(«3 + «25 4- ab^ + 63)(a _ ft) = «4 — '6* 
u. f. ö). a)ur(i(> SBertaufd^ung t)on 6 mit — 6 crl^ätt man 



(a — b){a -\- b) ^ a^ 
(«2 ^ ab + b^)(a + 6) 



62 



i3 



+ 6» 



IV. 



(«3 _ ^26 + «62 _ ft3)(öt ^ b) = a^ 

fficnn a? + y = tt, a?y = r fo, ift 

a;2 + y2 = 2^2 _ 2l^ 

a;3 _|_ yd = U^ 3Ut? 



6* 



X 



4 4- y4 i= w4 _ 4^2^ 4. 2i;2 



^5 4_ y5 -.. ||5 — 5^3^ _|. 5t4|,2 
a;6 + y® = M® — 6u^v + 9tt2v2 



2ü3 



u. f. tt). 2)ciin cd ift 



y2 = 



(a: + y){x + y) — 2xy 



a;3 ^ y3 _ (a;2 4. y2)(^ 4. y) _ (a: 4- y)ajy 
a;4 4- y4 === (a;3_j. y3)(a; 4. y) __ (^.24. ^2^a:y 

u. f. tt). Slel^nlid^e ©Icid^uitflcn erhält mau, mcnn man y mit — t/, 

folglich r mit — r tjertaufd^t. 

V. (a2 4. n62)(ai2 4- w6, 2J = (aa, + 71661)2 + n{ab^ — a^b)\ 

(a2 4. ft2 + c2 + d2)(«^2 4. fc^2 4. c,2 + d,^) 

== («aj + 66| 4" ^^i + ^^1)^ + («*i — «16 4- <Jö[j — ^^i^)*^ 
4- («Cj — «iC + ^61 — dfi6)2 -|- (arfj — a^d -\- bc^ — 61 c)*^. 

üDiefc ^robucte l^abcn bicfctbc gorm, ald il^rc gactoren. 
§. 10. 2)er Quotient. 

(^etd §§. 17. 30.) 

!♦ ÜDcr Quotient jtoeicr 3<*^t^" ^P *>^^ 3^^^ ^^^^ J^i* ^er 
jmeiten muttij)Iicitt bie erftc glebt. ©ic erfte ^oX^i l^cigt $)it)ibcnbu«, 
bic jtoeite $)ioi[or, fo baß 

Quotient x SDiöifor = Dibibenbuö. 

35er Quotient üon a unb 6 »irb bejeic^net ~ ober aib*), gdefcn « 
burd^ 6 (bit)ibirt) ober bad SSerl^ättniß bon a ju 6 ober 6 in a (bibi* 



•) Uelber bie jried^if^c ©ejcici^nung bcr ©rüd^c bcrgl. Üfleffclmann (Sefdj^. b. 
Algebra p. 114. $ei; ^rud^ßrid^ fd^eint }ug(eid^ mit ben iubifti^en ^iff^^n einaefft^rt 
»orbcn 511 fein; man flnbet i^>n bei Seonarbo toon ^ifa (liber abaci, fol. 11). 
!S)a8 (Soton btent bei ben (SngtSnbecn im 17ten Sa^tl^. ald ^rennung«)eic^en; bet 
ie^tge ®ebrau(i^ beffelben rübrt t>on Seibni) ber. S)a« ^eirfd^e 3^i$^n -r-, toel« 
(^e9 bem ^ibibenbu^ nad^gefe^t tvurbe, tommt in ^nglanb bi9 in'9 18te 3a^r^. bor. 
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bivt). Die SBeved^nung eine« Quotienten l^eigt !j)iüifion. Um ben 
Quotienten a : 5 ju bilben, l&at man bie SSiclfad^n bed !t)iotfor, b, 2b, 
Uf . . mit bem 2)ibibenben ju tjergleid^en. Um ben Ouotienten ju 
prüfen, l^at man i:^n mit bem Dibifor gu mntti|)Uciren unb baö ^robnct 
mit bem 2)it>ibenben jn oergteid^en. Snöbefonberc ift 

a , ab abcd , «^ o 

a * b 'cd ' a^ 

2* SBenu bev ©ioibenb benannt ift, fo mug ber 2)ibifor eutmeber 
unbenannt ober gteid^benannt fein. 3m erften gaUc ift ber Quotient 
ber fobiette S^eit beö ©ibibenben, atg ber ÜDibifor angiebt, atfo mit 
bem 2)ibibcnben gtei^benannt. 3m jtoeiten galle ift ber Quotient baö 
35er]^ättni§*) beö Dioibenben jnm 2)ibifor b. ^. bic ^oUji (unbe^ 
nannt); meldte angiebt, tDiebietmal ber 3)ibifor im ©imbenben entl^atten 
ift, tt)iebtctma( fo gro| ber 2)it)ibenb ift ate ber 3)ibifor. 

28 2:^a(er : 4 = 7 Il^ater, »eil 7 %^x. x 4 = 28 Spater; 
ber 4te S^eit bon 28 2f?atern beträgt 7 Sl^aler. 

28 S^aler : 4 Z^aUx = 7, toell 4 Spater X 7 = 28 Spater; 
baö aSer^ältnig bon 28 SE^atern ju 4 Xl^atcrn ift 7, b. ^. 4 Später 
finb in 28 SEl^atern 7mal entl&alten ober 28 X^aizx finb 7mal fo t)iel 
afö 4 Später. 

Söenn a unb b unbenannt finb, fo lann a : b fomol^l ben bitn 
%\lt\i i)on a atö auc^ baö Sßeri^ättniß bon a i\x b bcbcuten. 

3. SBenn ber !Dibibenb a einem SSietfad^cn bc« 3)ibifor b nid^t 
gleich ift, fo läßt fid^ ber Duotient a : 6 burd^ natürlid^ 3^^!^^^ "i^^ 
genau angeben, fonbern nur bcgrenjen, j. ©. 
3 < 22 : 7 < 4, 
b. ]^. 22 : 7 liegt jloifd^en 3 unb 4, toeit 22 jtolfd^en 3 . 7 unb 4 . 7 liegt, 

Siegt a jvoif d^en ben ©rcnien hx unb b{x + l), fo faßt ber 
Quotient a: b jtoifd^en a? unb a; + 1, unb x l^eigt bic ganje ^a^i 
be« Quotienten «.: 6, bie Differenj a -^ hx l^eigt ber $Reft biefer 
2)ibifion. SQBenn a näl^er an 6(0? + 1) ate an 6a; tlegt, fo ift ber 
Quotient naiver o; -^ l ate a;; nimmt man nun a: + 1 alö bie ge- 
nauere ganjc 3<^^I be« Quotienten, fo nennt man bie negatibe ^al^t 
a — fc(a? + 1) ben Iteinften 5Reft ber 2)ibifion. ©enn ber 9fteft 
ift, fo ift a? ber genaue Quotient unb man fagt, bie Dioifion ge^t 
uf, a ift burd^ b tl^eilbar (o^ne SReft). 

Ueberl^anpt toenn a = fta: -f 3/ ift , fo lann man x a(ö bie ganje 
ial^I unb y atö ben SReft ber 2)ibifion a : b betrad^en. 



*) Xoyog, ratio, proportio, rapport. 
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ungemeine ^ritl^mettf. 

4* Um alle 2)tt)ifionen ol^ne älu^nal^me au^fül^ren ju lönnen^ benft 
man eine ©ni^eit (beten aSietl^eiten bic natnrfid^en ^af)Un finb) in fo 
üicl gleid^c 3;^e{fc fletl^eitt, al« ber 2)ibifor angiebt. gin [otd^er S;]^ctl 

\t) ^^'^* ^^"^ gcbrod^ene dinfjtit, eine SIKcl^ri^eit bcrfelben eine 

gebtod^cnc ^ai)i, ein ®rud^ (fractio). 2)ie 3lniabl ber gebrod^encn 
(Sin^eiten cine^ ©rnd^e^ l^cißt bct ^&f)izt (numerator), bie Slnjal&I ber 
S;i^eile, in toetd^e eine natürfid^c Sinl^eit gebrod^en ift, ber 5Kenncr (de- 
uominator) be« Sdxnäft^. 3m ©egenfafe jn ben Studien toerben bic 
natürßd^en ^affUn ganj (integer) genannt. 2)ie ©nmme einer ganjcn 
unb einer gebrochenen 3^^! ^^^U ^«^ gcmifdf^te ^affl 

Sebcr Qnotient tagt \\6) ate ©rud^ barftetten, beffen ^Renner ber 
SDibifor, beffen 3ä^ter ber Dibibcnb ift: 
a 1 

(5)ic 6infd^tie§nng bon -r- in klammern ift überflüffig.) 5)enn benn 

1 1 

man -j a mit bem 2)ibifor b muttipticirt, inbem man mit -v- 6 = 1 

beginnt, fo erl^ält man a, ben Dibibenben. 

2)er ®rud^ ^^eigt uneigenttid^, toenn ber Ballier ein äJietfad^e^ 
bed 9?enner«; cd^t (geuuiDa), tocnn ber 3^^^^^ Meiner ate ber ^Renner, 
unedfft (spuria), u)enn ber 3^^^^^ größer al^ ber 9lenner. 2)er nn^» 
eigentlid^e ^x\x6) ift einer ganjen 3<*^f 8^^^^^ *>^^ ^^^^ ©rud^ beträgt 
weniger atö \, ber uned^te 9rud^ beträgt mel^r ate 1. 

§. IL Duotient t)on ^robuctcm 

(^dd §§. 31. 22. 18. 23. 24.) 

1* Um burd^ ein ^robnct ju bibibiren, lann man burdff feine 
gactoren nad^ einanber bit)ibiren: 

6c 6 c 

©emeid. ffienn man ben Quotienten -^ : c mit bem iDibifor bc 



mutti))Ilclrt b. \i. -- : c mit c unb ba^ ^robnct y mit 6 (§. 3 , 3), 
fo erl^ätt man a, ben Dibibenben (§. 10, l). S)enfeI6en erl^ält man, 
U)enn man — : 6 mit 6 unb ba^ ^robuct mit c mutti^jücirt. 
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Umgefe^tt: Um einen ©ruc^ ju bbibiren, mnlttpticirt man ben 
3?cnner. 

9. Der SBcrtl^ eineö JBtud^e^ bleibt unbcränbevt, »enn man feinen 

3al^(er nnb ^Renner mit bcrfelben ^oX)l mnttiplicirt ober bibibirt, 

am a a : n 

bm b b : n' 

,-_ ,^ am am ■, ,.. a 

»etüciö* -T- = — :*(!) = --. 

bm m b 

a : n (a : n)n a 



bin (b : n)n b * 

3» Um ein ^tobuct )u bibibiren, fann man einen Factor beffetben 
bibtbiren: 

ab a b 

c c c ' 

©ctoei^. SBenn man — b mit bem ©ibifor c b. 1&. — mit c 

c c 

unb baö '^Jrobuct mit b multij)licirt, [0 erl^ätt man ab, ben !5)ibibenben. 

!Denfetben erl^ält man, toenn man — a mit c b. 1^. — mit c unb ba« 

c c 

^robüct mit a mufti))öcitt. 

Umgetel^rt: Um einen 9ruc^ ju muttipttciren, mu(ti)){icirt man 

ben Saldier. 

4. aWit einem ©rud^e muttipticiren [aflt man ablürgenb für \>Wu 
biren burd^ feinen Stenner unb muItlpUciren mit feinem ^a\)Ux, toobei 

bie Orbnung ber O<)erationen betiebig ift. SDWt — muftipticiren l^eißt 

ben cten Ztfül bmal fe^en ober bad ^fad^e burd^ c bibibiren. 

b a ab b^ 

c c c c * 

®ie 3 legten gormetn ftimmen überein nad^ (3). 

(Sin S(Jhtftil)ticator lann an ^fid^ nid^t gebrod&en fein (§. 3, 2). !Cie 
Otbnung ber ijactoren einee '^robuct« ift aud^ bann beliebig, toenn 
Jactoren ©rfid^e finb. 

5. Um einen %rud^ mit einem JBrud^e }u mu(ti))Iiciren, mu(tit)Ii€irt 
nan ben ^ä^ter mit bem ^&f>kx, ben 5Wenner mit bem Slenner: 

a c ac / «y «" 

"6 'd ~ b~r \b) ~ V^' 



Digitized by VjOOQ IC 



76 • SCttgcmeinc 3![rit^metif. 

Seiüeiö. I j = (-^ c) : d (4). 5Ruu ift f <^ = f (3) unb 

©• Um burd^ einen ®rnd^ ju bibibiren, niutti|)licirt man mit bcm 
reci|>rofen (umgelel^rten) SSrn^e, toetd^ev bntd(? bie SSertaufc^ung bon 
5Renner unb ^afjUx entftcl&t: 

b c 

a : — =i a —• 
c 

c b 

Seil) ei«. SBenn man a -j- mit bem 35ibifor — muttipUcirt (4), [o 

c 

L 

exijäit man -r- (5) = a, bcn ©ibibenben. 

7* B^*>^i 3^^'^« '^^ifi^tt reci^jrof, eine ba« 9tcciproIc bcr anbevn, 
it>enn i^r ^robuct 1 ift. Sine berfclben tt>irb gcfunben, tnbem man 1 

burd^ bie anbete bibiblrt 3- ©♦ « unb -, ^ nnb — finb xzdpxoty 

ba0 UtcipxoU eine« eisten ®m(i^e« ift ein uned^ter ©tuc^. Äleinl^cit 
unb ®r5§e, 9iäl^e nnb gerne, Sangfamleit unb ©efd^toiubigleit u. bgt. 
fßnnen aU reci|)rol betrad^tet werben» SBenn A nmal fo Mein, fo nal^e, 

fo (angfam ift atö B, fo ift A auäf — mat (ben nten 2;i^eit) fo groß, 
fo fern, fo gefd^toinb ate B. 

»• L SBenn bei uuberänbertem 3^^^^^ ^^^ iWenner be« S3rud^e« 
l^iureic^eut) groß U)irb, fo toirb ber ©rud& beliebig Kein b, ff. Keiner 
afö jebe gegebene ^a^l ©enn ber Slenner unenbtidf^ groß toirb (a> nad^ 
SBatliö u. 21.) b* ]^. iebe beliebige 3öl^t überfteigt, fo errcid^t ber®rud^ 
bie ©renje Oj^ies) 0. 

II. Söenn bei untjeränbertem 3*^^^^ ^^^ 9icnner beöSrud^eö ber= 
fc^minbct, b, 1^. burd^ fortgefefete Slbnal^me nuB »irb, fo tt)irb ber 
Sru«^ unenbtid^. ©enn ©ioifion burd^ einen ed^ten 33rud{f ift TlnU 
ti^Iicatiou mit einem uned^ten SSrud^c (6). 

III. Söenn ^S^kx unb 5Kcnner eine« SSrud^e« jugteid^ berfd{ftt)in* 
ben ober unenbfid^ werben, unb toenn bon ben gactoren eine« ^robuct« 
ber eine berfd^ioinbet, »äl^renb ber anbcre unenbfic^ »irb, fo loirb ber 
^xnä} unb ba« ^robuct im Slügemeinen unbeftimmt. 35enn e« giebt 
unbeftimmt t)iel berfd^iebene SSJertl&e, »etd^c mit einem berfd&toinbenben 
gactor mu[ti|)licirt berfd^toinben; unb bie ÜKuUit)Iication mit einer bl^ne 
6nbe lüac^fcnben ^alfi ift gtcid^Bebeutenb mit ber ©ibifton burd^ eine 
t>eif^ipiubeube ^ai)l äßenn aber ber ^afjkx unb ber 9?enner be« Srud^e« 
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ober bie gactoren beö ^robuct^ il^re befonbcrcn SBcrtl^e baburd^ erl&alten, 
ba§ einem in il^nen uorlommcnben ©ud^ftaben ein befonberer SSJertl^ 
beigelegt iptrb, fo (ä|t fid^ in iebem gegebenen ^atU bic ®renje an« 
geben, toctd^e bet Srud^ ober baö $robuct erreid^t, i Sd. bei 6 = a 
toirb 

— - = 2a 

a — 

tt)ei( über]&au^)t «^ — b^ ^ (a -- b)(a + b), 

IV. SBenn bei unoeränbertem üDignanben ber (Sjf^onent einer $0* 
tcnj unenbtid^ toirb, fo erreid^t bic $otenj bie ©renje 00 ober 0, je 
nod^bem ber Dignanb mel^r ober toeniger ate 1 ift. 

Setociö. 3laä) §. 9, 5 l^at man 
a^ — l = (a-^-i + a^-2 + . . 4- a + 1) (a — .1). 

Unter ber S5orau«[efeung a > l ift a^ > 1, u. f. f. bal&er 

ßü-l + «n-2 ^ _ ^ ^ _j. 1 -;> ^ 
«" > 1 + w(a — 1). 

35et l^inrcid^enb großem n überfteigt n(a — \), alfo aud^ a^ jebe 
gegebene 3^^^. dagegen ift 

Nu 1 

(5) 



i^'-h 



beliebig Hein bei l^inreid^enb großem n (I). 

V. SBcnn ber (gj:|)onent einer ^otenj nnenbtid^ toirb, toäl^renb ber 
!Dignanb bie Orenje 1 erreid^t, fo lann bie ^otenj and^ eine anbere 
©renje at^ 00 ober erreid^en, toetd^e in iebem gegebenen gafle fid^ 
bered^nen täßt (§. 31). 



§. 12. Quotient toon ^oh;nomien- 

iSpeU §§. 19. 25. 26.) 

1. Um ein ^ot^nomium ju bibibiren, l^at man feine einjelnen 
©tieber ju bibibiren: 

a — b -{^ c a ^i_^ 

"" d ~ d ~ d "^ d' 

©ett)ei«. SBenn man j — ^ + ~J ^^^ ^^^ 35ibifor d mutti* 

xirt (§. 9, 1), fo erhält man^rf — ^^ + ~^=:a — 6 + c, 
% !Dibibenben. 
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«nmcrlung. — ^ = "* "* 



6 b' 

a — b b — a 



— b b' c — d d—c' 

toie man burd^ a)iuftii}ncation be« Quotienten mit bem ©ioifor nad^ 
(§. 9, 3) bemeifen fann. 

SDie (Srenje, toetd^e ^-q-^ etreid^t, ttjenn b unenbtid^ loirb, ergiebt 

fic^, nad^bcm man ben Ballier unb ben SRenner burd^ b bibibirt l&at. 
5Ra(^ §. 11, 2 ift 

ab __ a 

®enn nun ä unenblid^ ipirb, fo berfd^toinbet |- (§. 11, 8), nnb ber 
gegebene ®ruc^ nimmt ben SBertl^ a an. Sbenfo flnbet man für 

a + bx.-\- cx^ 

f+goo + h^ 
bei unenblic^ großem x ben SBertl^ y, nad&bem man ben ^iiffkx unb 
ben 5«enner burd^ x^ bibibirt l&at. 

gur — — i crgiebt fid& bei « = 1 ber «Bcrtl^ n (§. 11, 8. IV). 

et — — 1 

2. Umgele^rt: 99rild^e bön einerlei 9ienner (äffen fid^ in einen 
®rud^ beffelben 9?enner« oereinigen, beffen Rafflet ein ^ol^nomium ift, 
beftel^enb aM ben einjelnen ^Sffittn mit ben 3^id^en ber SBrüd^e ober 
mit ben entgegengefefeten ^iidfzn, je nac^bem ber ju bitbenbe JBrud^ ba^ 
3eid^en + ober — f)at 

o. b ^. c a — ft + c — a ••{- b — c 

d ~ d + 7 "" d ~ ~ d • 

2)ie gemifd^te ^qX)1 a -| tagt fid^ in ben Sörud^ ?^-ril_ ein* 

c c 

CLC 

rid^ten, nad^bem man — für a gefetzt l^at. 

3« ©rüd^e Don berfd^iebenen 9iennern faffen \\i) bereinigen, nad^ber 
man il^nen nad^ §. 11, 2 einen gcmeinfd^aftlid^en 9ienner (®eneral 
nenner) gegeben l^at. ^enn bie einjelnen 9lenner gemeinfd^aftlid 
gactoren nic^t l^aben, fo ift i^r ^robuct ber Heinfte unter ben mög 
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ticken (generalnennern. ©inb g. SB. p, q, r bic einjelncn Sienner, fo ift 
P^r ber (Generalnenner, tpeld^en btc ©rüd^c annel^men, inbem man 
i^re 3ä^Ier unb 5Renner ber Stetige na* mit qr, pr, pq mnÜxifMxt 
533enn in mel^rern 9^cnnern berfelbc gactor ober ^otenjen bcffelben 
üorfommen, fo ^at man in baö ju bilbenbe ^robuct bon bicfem gactor 
nur bie l^öd^fte ^otenj aufjunei^men, toeld^e in ben einsetnen 5Wennern 
anjntreffen ift. @tnb j. SB. p^q, q\ pr"^ bic einjetnen 9?enner, fo ift 
p2^2y.2 t)er ©eneralnenner, toclc^en bie SBrüd^e erl^aften, inbem man 
i^re ääf^ter unb 92enner ber Steige nad^ mit qr'^, p^r, pq^ mufti^)Bcirt. 
51 nm. Um iBrüd^c oon berfdj^iebenen 5Rennern ju oerateid^cn, 
bitbe man ii^re J)ifferenj ober il^ren Quotienten- SBenn bie ©iffercnj 
be« erften unb jmeiten ©rud^e^ pofttiü, ober ber Quotient beö erften 
unb jn>eiten ©rud^eö uned^t ift, fo ift ber erfte SBrud^ gröger ate ber 
jioeite, g, 53. 

a 4" ^ ^ (ö^ + ^)^ — (^ + ^)« Q> — öt)m 

a -\- m a ab -^ bm 
b -^ m* b ab -{■• am' 

3enc ©ifferenj ift i)ofttib unb bief er Quotient uned^t, loenn a < b 
unb m })ofitib ift; folglid^ ift 

r—T — > -r, toenn a < ft unb m po^xM ift. 

b -}- m b T I 1 

4« Um burc^ ein ^ol^nomium gu bibibiren, fann man nid^t burd^ 
bie einjetnen ©lieber beffetben bibibircn. 2)cr Quotient toürbe mit 
bcm boüftänbigen ©ioifor mufti^jlicirt ein ^robuct geben, toetd^e« bon 
bem !Cit)ibcnben berfd^ieben ift. 

eine tl^eitoeife 'DiDifion ('ißartialbibifion) toirb ermögüd^t*), 
ö>enn man ben 2)ibibenben unb ben JDioifor nad^ ber {Reil^e ber in 
il^rcn ©tiebern borfommenben ^otenjen beffelben öud^ftaben^ orbnet, 
entmebcr beibe nad^ ben falte üben ^otenjen bed ©uc^ftabeu«, fo bag 
bie ©lieber boranftel^en, loefd^e bie l^öd^ften ^otenjen enti^alten, ober beibe 
mdf ben fteigenben ^otenjen be« fflud^ftaben^- !j)a^ erftc ®tieb be^ 
©ibibenben burd^ ba« erfte ©tieb be^ 3)ioifor bibibirt giebt bann ba« 
erfte ©tieb be^ Quotienten, beffen ^robuct mit bem boöftänbigen 
5Dibifor bon bem boöftänbigen ©ioibcnben fubtrai^irt eine iDifferenj gicbt, 
loeld^c ein ateft l^eigt. 3)a^ erfte ©lieb biefe« SRefte^ burd^ ba^ erfte 



*) 2)te (Sinfü^rung betfelben trifft mit ber (Srfinbung ber 8u(i^{labenre(i^nung 
jufammen. 2)ic roon ben Arabern au^gebilbete 2)it)ifwn einer me^rfteßtgen 2)ecmial«» 
l<x\fi bur(^i eine anbere biente jum SSorbitb. 
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fLÜQtmünt 9[nti^tnetif . 



OKeb be« SDibifor bibibirt gtcbt ba« jtoeite ©lieb beß Quotienten, beffen 
$robuct mit bem boBftänbigen 3)ibi[or bon bem 9tefte fubtral^irt einen 
neuen {R^ft gtebt, ber toie ber borige SReft bel^anbelt toirb. 

äBenn man ju bem SRefte gelangt, fo tft ber Quotient boBftänbig 
gefunben unb man [agt, ba§ bie Dibifton aufgellt; benn ba^ ^robuct 
be^ boöftönbigen 2)ibifor mit aüen ©Hebern, bc^ Quotienten »urbe bom 
Dibibenben m6f unb nad^ fubtral^irt, toobei bie iDifferenj fid^ er:' 
geben l^at. 

SBenn bie 3)lbifion nid^t aufgellt, fo toirb fie nad^ entioidtelung 
einer l^inreid^enben 9iniaf)l bon ©ttebern be« Quotienten abgebrod^en, 
unb man erl^ätt atö boBftänbigen Quotienten eine gemifd^te ^a% inbem 
man ben Quotienten be6 jule^t bel^attenen 9tefte$ burd^ ben boHftänbigen 
!Dibtfor at« SSrud^ ben gefunbenen ©tiebern be« Quotienten l^iniufügt. 

Semei«. S33enn A ben 1)ibibenben, B ben !Dibifor, C bie gc* 
funbenen ©lieber be« Quotienten, R ben jutefet behaltenen 9ieft bc* 
beutet, f ift Ä = il — BC, unb A = BC + R, fotgßd^ (1) 

B ^ B' 

©eifl)iet. Um 12x^ 4- 54y2 _j_ 43^^ _ 51^^ _ 24xz burd^ 
4a? — 9y — 8z ju bibibiren, orbnet man ben ©ibibenben unb 2)ibi^ 
for beibe nad^ ben fattenben ^otenjen eine« Sud^ftaben« j. SB. x mie 
folgt: 

12x2 _ 51^ _ 24xz + 54y2 -f ASyz : 4a: — 9y — Sz.. 

\2x^ — 27xy — 2Axz = 3ar — 6y 



— 2^xy 

— 24xy 



+ 54^2 + 48y;s 
+ 54^2 4- 48yg 




!Da« erfte ©tieb bed Quotienten flnbct man au« 12j?2 : 4x, ben 
erften SReft burd^ ©ubtraction beö ^robuct« 3x(Ax — 9y — &) t)om 
©ibibenben; ba« jtoeite ©lieb be« Quotienten au« — 24a?y : 4x, ben 
jtoeiten SReft burd^ ©ubtraction be« '^robuct« — - 6y(4a: — 9y — Sz) 
bom !Dibibenben. Diefer SReft ift 0, alfo ge^t bie S)ibifion auf nnb 
ber boUftänbige Quotient ift ^x — 6y. 

^ei ben nid^t aufge^enben 2)it)if!oneH burd^ 

a + bx, a + iaj + ^^\ a + &« + ca:^ ^ dajS, . , 
ix\)}iü man unenbüd^e 9leil^en bon ©liebem mit fleigenben ^otenjen iE>on a;. 3ebe9 
©lieb einer fold^en 9lci^e foim in bem erflen gaUc au« bem öor^erge^cnben ©liebe, 
in ben anbern gSIIen aud ben 2, 3, . . t)ov$erge^euben ©üebern nad^ einem t>on 
ber (Stelle be« ©liebe« unabl^ängigen ©efe^ bered^net n?erben. ^eßl^alb Reißen fold^c 
^tifftn recurrente {naä) SWoirore Miscell. analyt. 1730). Unb toenn eine iftti^t 
recurrent ifl, fo läßt fi^ ber 33ru^ angeben, ou« bem fie (^crborge^t. S5ergl. @w(er 
Introd. I. ÄJügel mat^. S33. 4 p. 324. (£ond^^ Anal, algebr. c. 12. 
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3. SemerlenßtDcrt^ ift t>ie aufgcl^eitbe ©toifton (§. 9, 5) 
a" — ft^ 



§. 12. Duoticnt i)on $oIi?nomien. 81 

icrt^ ift t>ie aufgcl^eitbe 5Dtt)ifi 

a — 

unb bie ntij^t oufgel^cnbc ©toifion 

-^ = a^'i + a>»-2^ + . . + ab""^ + ^""^ H ^ 

a — Z> ' 'a — ö 

toeld^c au« ber boriflcn fotgt, toeit (1) 

a — 6 a — b a — h' 

3nbem man h m\t —h Dcrtaufd^t, erl^ätt man für bie Quotienten 

i i t a A- h ^^^^^" ^^" ©fiebern mit abtoed^fetnben ^tiijtxi^ 

üDie ©umme a + ä gclf^t enttoeber in a^ — h^ ober in a" + ^^ «nf. 
SBenn a = 1 ift, fo pnbct man*) 

T-_rf =i--i = 1 + * + 6^+ • . + *- 

_4_ == 1 + J + 6^ + . . + Jn-X + _il_. 

3n«befonbere, toenn 6 < l unb w unenbfid^.toad^ft, fo berfd^minbet 
i" unb r (§. 11, 8), fotgtid^ ift unter biefer SSorauöfetäung 



1 — h 
1 



= 1 + 5 + 6^ + ö^ + . 



1 — h 

bie ®umme einer Steil^e ))on unenbfi(i(^ bieten ©fiebern. 
S)ie Quotienten 

a;^2y7 — ar^'y^^ c c 1 4~ ^ 

a; — y ' a — x' a^ — ax -^ x^' 1+y 

laffen ftd^ au« ben gefunbenen Quotienten ableiten, toeil 

a:12y 7 — ayl2 ^5 y5 

X — y ^ X — y 

= x'^y'^ (x^ + ^V + ^^^ + ^^ + y^) 

= xtiy^ + a:^<>y» + x^y^ + aj^y^^ + a?''y^* 

c c 1 

a — X a X 

a 

c __ cja + x) __ f_ / I N 1 

a* — ao; + a;2 a' + a:^ a^ i _L. ^^ 



*) 3m 9[Uettl^um aud Eucl. Eiern. 9, 35 belannt. 

lat|cc. L 4. «ufl. 



V. 



Digitized by VjOOQ IC 



82 Slttgtmcint 3(rül^metil. 

6. 9(u« ber ©teid^ung 

^ i_ = a» + a»-ii + . . + a6»-i 4- jn 

a — 

fd^ticgt man unter bcr SSorauöfcfeung a > ft tote §. 11, 8, ba| 

I. (n + 1)6" < -— j- < (^ + l)a\ 

5Da]^et finbet man, toenn © ein ed^ter S3rud^ ift, 

^ ^ (1 + cor - 1 1 - (1 - «>r ^ ^ 

(1 + cö)"^ > 1 + w© 1 — w« < (1 — cd)'" 

folßlid^ ift 

(1 + co)™ > c, tocnn 1 + w« > c. b. 1^. m > (c — - 1) : (o 
(1 — co)°^ < rf, tocnn 1 — nuo <d b. 1^. w > (1 — d) : <o. 
Sbenfo finbet man (I) 
(1 + ß))"-*-! — 1 < (n + D« (1 + w)"^ b. ^. (1 + o)r (1 — n«) < 1 

II. 1 + no) < (1 + ©)» < :i — ^ — . 
gerncr ift a) 

(•+r-('+^H"<K'+F 
- (. H- IT < (. + „-i-rr 

b. ]^. (1^)2, (1^)3, . . fcttben eine fteigcnbe Weilte, i»»» Ijt (H) 

'+i<('+^;<-fi ■ 

(«+F<('+ir<(rfTj 

3Kfo ftcigcn bie ©lieber ber »ieil&c nic^t bi« 4 (fc = 2). 
3nbem man a = 6 + 1 fcfet, finbet man weiter (I) 

(n + 1) . l'^ < 2^+1 — 1^+1 
(n + 1) ^ 2° < 3"»+! — 2^+1 
(n + 1) . 3" < 4^+1 — 3°+i 
n. f. to. folglid^ burd& »bbition 

(n + 1)(1" + 2" + . . + Ä:")< (fe + 1)^+^ — 1. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 13. Tf)tilUxM bcv 3«Wen. 83 

ifo etl^ätt man au6) 

in+i _ oii+i < (n + 1) . p 
2^+1 _ in+i < (n + 1) . 2^ 
3ii+l _ 2n+i <; (n + 1) . 3^ 
u. f. tu., fotgtid^ burd^ Slbbition 

A:^+i < (n + 1)(1^ 4- 2^ + . . + h^). 
J)ie gefunbene SSegrenjung 

Ä;^+i < (n + l)(l^ + 2^ + .. . H- fc^) < (k + 1)^+^ — 1 
giebt p ertennen, bcrf 

(« + 1)(1^ + 2"^ + .. + Ä:^) — fc»*i < (k + 1)^+1 — Ä;^^+i — 1 
unb noc^ ©ibiftp« burd^ (n + 1)^*^+1, bag 
l° + 2° + >. + ^" L- ^ _1_ j/' , 1Y*'_ . _ _1^ ) 

Sßci l^inreid^cnb grogem fc toirb bie ted^tc ©eite beliebig f(ein. ätlfo 
cmid^t bei unenblid^ gtogem k 



§. 13. S^eilbatfett bef Ballen**). 

i^tii 9. 37 nnb 38.^ 

!♦ SBenn ber Quotient ber (ganjen) ^a^tn a unb m eine ganje 
^^ i% mnn atfo bie Dibtfion bon a butd^ m aufgellt, fo fagt man, 
a ift tl^eilbar burd^ m, m gel&t auf in a, a ift ein S)iJ)ibuu§ {M\xh 
ti}>{um, aSielfad^e«) bon m, m ift ein ÜDibifor (J^eiter, aWafe) bcn a. 
äße ^a^Un bon ber gurm wix, toetd^e bie gormef wa? umfaßt, menn 
für bie Unbeftimmte (indetermlnata) X beliebige ganje B^^teii gefegt 
»erben, finb hnxäf m tl^eilbat. SDie burd^ 2 tl^eitbaren ^affltn i)Dn ber 
8orm 2x l^igen gerabe (par^s). Die burd^ 2 nid^t tl^eilbaren 3^^?^^i^ 
2a; -)- 1 l^eifen ungerabe (impares). Eucl. VII. def. 5 flF. 

SBel«! a burc^ w tl^eilbar, unb m burd^ ^ tl^eilbar ift, fo ift au^ 
a burd^ p tl^eilbar. ©enn nad^ 35oraudfet}ung ift a = mx, m ^ p^, 
folgtid^^ a = jpa;y. Unb wenn a burd^ w tl^eitbar unb z eine beliebige 
äal^l ift^ fo ift aud^ ba« ^robuct az burd^ w tl^eilbar. 



*) $)iefc« @<i%, beffett SInfätiöc bei ärc^imebe« (©^traten 10) ju finbeti 
ib, unb beffcn ttufpettmifl bet erjie @^ntt pr ©cie(i6nttng befttmmtei* 3utegrak 
ir, l^abcn bie iKat^ematlfcr ber erfleu Hälfte bc« 17tcn Sa^t^^unbcrt« cnta>icfcu. 
umat unb fftobertoat ©rief i)on 1636 Oct 11 (Rermot opp. p. 140), ^^ascat 
uvres ed. Lahnre II p. 482, SßaUi« Arithm. infin. 1656. SSßl. ^teieüm. §. 9. 

**) 3n biefem ber SCrU^mettl im engeren @inne (Sajitenlel^re) ange^örigeu ^ara? 
Ci^f}tn »irb mitet ^a^^i eine ganje 3a^( öerjlanben.* 

6* 
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84 * Siaflemctnt 2(ritl^mettl. 

2, aaScnn a unb b inxä) m tl^cUbar, x unb y Beliebige ^(äihn 
finb, [o ift ax + hy burd{> m tl^eilbar (Eucl. V, 1). ©enn nad^ ber 

33orauÖfcfeunfl ift a z=^ rm, h :==^ mß, fotfllidf^ ax + by =:m(ax+ ßy), 

SBenn bon ben iDifferenjen a — 5 unb c — d jebe hnxäf m iijtxU 
bar ift, fo finb aud^ 

a + c — (ft + d), ac — bd, a^ — b^, a^ — b\ . . 
burd^ m tl^eitbat. 5Denn 

a ± c ~ (b ±d) = (a -^ b)±{c'- d) 

ac — bd :=s (a — b)c -\- b(c — d) 

a^ — b^ =:^ (a — b){a + b) 

a^ — h^ = (a -^ b){a^ r\- ab + b% U. f. f. 

3* SBenn bic 3a]^I a burd^ bie 3al&t b bibibirt ben {Reft c gicbt, 
toenn mieberitm 6 burd^ c bit>ibirt ben 9teft d giebt, u. f. f., fo bleibt 
cnblid^ bet Sieft 0, tDeil bie (ßanien) ^cS^izn b, c, d, . , eine faöenbc 
JReil^e bitben, nnb man ^at bie ^ziit bon ©letd^nngen (§. 10, 3) 

a ^=i pb '^(- c 
5 = gc -f- (? 



f ^tg + h 
g = uh. 

!Der lefete bon 5ÄuQ berfd^iebene {Reft h ber gefunbenen JReil&e ift ber 
größte gemeinfd^aftlid^e ©ibifor ber 3^^ten a nnb h. 2)enn 
Ä ift ein 2)ibifor bon ^, alfo and^ (2) bon ^^ + ä b. i./, atfo aud^ 
bon iebein borangel^enben 9teft, fotoie enblid^ bon b unb a. Umgelel^rt 
fd^Iiegt man, bag ein ISDit^ifor bon a nnb b aud^ ein S)ibifor bon c, d, 
. ., h ift, nnb ba^er nid^t meH^r ate h fein lann. 

äßenn jmei Bälgten einen gemeinfd^aftlid^en !£)iDifor über 1 nid^t 
l^aben, fo l^eigen fie ))rim jn einanber (primi inter se, relatibe 
^rimjal^Ien). 2Benn h ber griJgte gemeinfd^aftlid^e JDibifor t)on a unb b 
ift, fo finb bie ^(Ajim a : ä unb 5 : ä ifxxxa ju einanber. 3n«befonbere 
finb ie jtt>ei folgenbe ^natürfld^e ^oÜ^Un, a unb a + 1, relatibe ^rim«» 
jal&Ien. Eucl. VII. 1. 

Slnmerlung. SSSenn ber ^oX^izt urib ber 9?enner eine« Jörud^eö 
nid^t <)rim jn einanber finb, fo ift ber Sörud^ rebucibet unb erhält 
feinen einfad^ften Slu^brudE, inbem ber 3ä^fer unb ber Sßenner burd^ 
il^ren größten gemeinfc^aftlic^en !Dit)ifor bibibirt toerben (§. 11, 2). 
aajehn ber 3*^^^^ "^^ ^^^ 5ßenner retatibe ^rimjai^Ien finb, fo ift ber 
Srud^ irrebucibel. 

Um ben größten gemeinfd^aftlid^en Dibifor mel^rerer ^(üiUxi a, b, c, 
. . JU finben, bered^net man ben größten gemeinf^aftUd^en S)ibifor / 
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§. 13. Zi^tmaxttit ber Sa^eti. 85 

t)on a nni b, bcu grSgtcn flcuietnfd^aftttc^cn Ditjtfor h* öon h unb c, 
u. f. TD. 3ebc 3ol^t, mläft in a, b einjcln aufgellt, ift ein !J)ibtfor 
üon ä; jiebe 3<^^^ ^^^d^^ in a, ft, c cinjctn aufgellt, ift ein flcmcin^ 
fd^aftttd^cr ÜDtDifor bon h unb c, alfo ein SDibifor bon h', u. f. to. 

4* SBcnn a unb 6 j)rim ju einanber finb, [o gcl^t jieber gemein»« 
fd^aftttd^e S)ibifor bon ak unb 6 in fc auf, unb toenn jugteid^ ak burd^ 
b tt}dlhax ift, fo ift k bnxäf b tfftilbax. 

53cn)ei^. Unter ber SSorauöfefeung, ba§ a j)rim ju 5 ift, n>irb in 
ber Äette bon ©leid^ungen (3) ber U^tt JReft h = 1, fotgtid^ 

ak = pftfc + cfc 
hk = ^'cfc -j- cW; 

ßc s:^ tgk -{- k, 
§ierau0 fd^Iie^t man (2), bag ein gemeinfd^afttid^er SDibifDr bon ak 
unb & in ck, dk, , ., k aufgellt. Sbenfo f daliegt man, menn ak hnxäf 
h t^citbar ift, ba§ b in ck, dk, , ., k aufgebt. 

5. 2)ie gemeinfd^aftlid^en !Dibibuen bon « unb b b. 1^. bie 3^^^^"/ 
tüeld^e \o\oof)i burd^ a atö anäf burd^ b tl^eilbar finb, finb t)on ber 

gorm « -T- a?, tbenn burd^ h ber größte gemeinfd^afttid^e !Dibifor »on 

a unb 5 bejeid^net mirb. 3ft nämtid^ a = ä«, 6 = hß, unb afc burd^ 
& tl^eitbar, fo ift aud^ ak burc^ ß tl^eitbar; nun ift a j)rim ju ^ (3), 
folgüd^ k burc^ ^ tl^eilbar (4), \>. ^. k = ßx, ak = aßx, 

2)ie gemeinfd^aftlid&en JDibibuen bon a, 6, c pnb t)on ber gorm 

5 c 

a -7-7 a;, »euu burd{> Ä' ber größte gemeinfc^afttid^e JDi^ifor bon 
a — unb c bejeidbnet mirb. U. f. U). 

n 

2)er lleinfte gemeinfd^aftUd^e !Dibibuu« bon a unb b ift 
b_ 



baruad^ a —, ber tteinfte gemeinfd^aftlid^e 2)ibibuu« bon a, b, c ift 



6 ß 
a y -jp , u. f. tt>. 2)er Meinfte gemeinfd^aftlid^e !Dibibuuö ber relatiben 

*ißvunjal)len a unb b ift a6. Unb wenn eine 3^^! burd^ bie re(atit)en 
^riiuja(}ten a unb 6 t^eilbar ift, fo ift fie burd^ ba^ 'ißrobuct berfetben 
t^eilbar. Eucl. VII, 36 ff. 

6. Umgefel^rt fd^Iießt man: SBenn a unb k einjetn pvim ju b finb, 
[o ift auc^ ba« ^robnct ak )>rim ju b, ÜDenn ein gemeinfd^afttid^er 
*Dibifor bon ak unb b mürbe in fc aufgellen (4), alfo loäre k nid^t j)rira 
\u 6 gegen bie SSorauöfetäung. Eucl. VII. 26 ff. 



Ife. 
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^ötenjctt retatitjcr ^rteäa^tcn jinb retatiöe ^rimjaWett SBeo» 
a ))rlm ju J, fo Ift aa ))rim ju 5, unb a |)ttm ju ftft. gfcenfo f(i^tic|t 
man, ba| a^ >^xm ju 6^ ä^ u. f. id. 

7* ®nc 3<^^tf xs>Ai^t burd^ anberc 3<^^few außer 1 nid^t tl^clIBat 
ift, l^eißt eine ^rimjal^I (numerus primus). 3ebc 3^^ ip eiätpebcr 
eine ^rlntial^t ober bur(^ ^ßrimial^Ien tlfeeittar. Eucl. VII, 34. 

S3eti>eiö. SBenn a feine ^rirnjal^I, fonbcm burd^ h tl^eitfcar ift, 
fo iji l enttoeber eine ^rirnjat)!, ober burd^ c t^eiltar, ferner c enttocber 
eine "ijJrimxa^I ober burd^ d tl^eiltar, u. f. f. Die 3<^i^len 5, c, d, . . 
6i(ben eine faüenbe SRei^e, »eld^e beö^atb nur eine enblid^e 2lnja^t i)on 
©liebern l^aben lann unb mit einer ^rirnja^I fd^Iießt, burd^ »etd^e jebe 
ber öorange^enben 3^^ten, atfo auc^ a tl^eilbar ift (1). 

«nmerlung. S6 ift xipedEma§ig, bic ^(i\)l 1 nid^t ju bcn "^rim^* 
jaulen ju red^nen. !Dann finb ie imei ^rimjal^Icn ol(>ne «u^no^e 
^3rim ju einanber. 2)ie einjige gerabe ^rimsaJöt ift 2. SBcnn bie 3^^^ 
a jtoifd^en r^ unb (r + 1)^ liegt, unb burc^ bie ^imja^ilen, toetd^e 
f (einer at« r finb, nid^t t^eilbar ijl, fo ift fie eine ^rimja^t. ©efe^t 
a ti)äre burd^ bie ^rimjal^I r + s tl)eilbar, fo toärea = (r + *)^ 
burd^ oc t^eilbar. 5Wun ift 

^ = r+1 < 7T"~ < ^ + ^' 
b. l). entmeber eine ^rimjal^I, bie r nid^t überfteigt, ober burd^ eine 
fotd^e tl)eitbar. 9Hfo märe a burd^ eine ^rimjal^t unter r t^eilbar, 
gegen bie 23orau«fefeung; folglid^ lann a burd^ eine $rimjat)t über r 
nid^t tl^eitbar fein. 

8» !Die natürlid^e 3<^^tenreil)e enthält unenbtid^ biet ^rimjaliten. 
Eucl. IX, 20. 

S3ett)ei«. Gebeutet j? bie I)öd^fte belannte ^rimial^t, -4ba«^robuct 
ber belannten ^rimjal&ten 2, 3, 5, 7, ..,/?, fo ift ^ + 1 enttoebcr 
eine 'ißrimjal^t über p ober burd^ eine ^rimjal^l über p t^etlbar. T)enn 
Ä ift burd^ iebe ber ^rimjal^len i)on 2 K« p t^eilbar; ^+,1 ift ifxxm 
JU A (3), mitl^in burd^ leine ber ^rimjal^len i)ou 2 bi^ p t^eilbar. 
SBenn nun ^ +- 1 eine ^ßrirnja^t nid^t ift, fo ift fie burd^ eine %xm^ 
ja^t töeitbar, loeld^e p überfteigt. %txmaä) ift feine gegebene ^rimjal^t 
bie lefete ^ßrirnjal^t in ber 9teif)e ber natürlid^n 3<^^ten. 

3lnmerfung. gür bie 3lufeinanberfoIge ber ^rimjal^Ien ift ein 
aügemeineö ®efefe nid^t befannt. @« giebt fein au« ^otenjen einer 
Unbeftimmten gebilbeteö ^ol^nomium, ba« nur ^rimjal^ten umfaßte. 
3. 33. bie gormel u — x + x^ enthält 40 'ißrimja^Ien ((Suler 
Hist. de TAcad. de Berlin 1772 p. 36). äBeUtt aber a + bx + cx^ 
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ffit a? = m eilte ^timja^t p etgleBt, fo ^at ßx x = Tn + py btefefte 
gormcl ben SSSertl^ 

d + Ä(wi + ^) + c(m + pi/)^ 

s= a + 5m -f- cwi^ + bpy + 2c77ipy + cp2^2 

= ;> + (ft -f 2cm)^y + cp2y2^ 

ber burd^ p ti)tUiax, atfo leine ^ßrimjal^t ift (ßegcnbre Theorie des 

notnbres Introd. 20). 

9^ Sine 3^^!/ ^^I^^ fc^rd^ anbete 3^^^^^" ^"6^^ 1 tl^eitbar ift, 
lann ate ^robnct bon beflimmten $rimja§Ien (einfad^en gactoren) bar^ 
geftettt toerben unb l^eißt iufammengefefet aud biefen 'ißrimxal&len. 
Die attgemeine gormel einer an« ben ^rimjal^tcn a, J, c, . . jnfam* 
mengefetäten ^afjl ift a«i^ c^ . . . 

eine an« ben ^rirnjal^Ien a, b, c, . . jnfammengefefete ^at)l ift 
burd^ eine anbere ^rimjal^l p niäft tl^ciftar, mitl^in an^ anbern ^Jjixim* 
laifltn niäft jufamntenfefcbar. 2)enn jebe ber ^aijUn a, b, c, . , ij[i 
prim jn p, fotgtid^ ift and& ba« ^robuct a« b^cr . . ))rim ju ^ (6). 

10* SBenn bie 3J^f<^ö^^ttfefenng gegebener S^f)Un aM ^ßrim«* 
jal^Icn belannt ift, fd lä^t ftd^ ol^ne ©eitere« erfennen, ob eine ber 
Ballten bnrd^ eine anbere tl^ettbar ift, toeld^e« il^r Ileinfter gemeinfd^aft^^ 
lid^cr a)tbtbnu« ift, ö)dd^e« il^r größter gemeinfd^aftlid^er 2)ibifor i\\ 
ob biefetben ^otenjen pnb. 

!Die 3ä^I ^ ip ^urd^ -^i tl^eilbar, menn N^ toeber anbere ein* 
fad^e gactoren, noc^ einen berfelben in größerer Slnjal^I l^at atö N, 
Sßenn nämlid^ ab bitrd^ a^b^ tl^eilbar ift, to&^renb a^ in a anfgel^t unb 
ij jjrim ju a ift, fo ift b burd^ b^ t^eilbar. IDenn c« fei a = a^c, 
atfo ift and^ cb burd^ b^ tl^eilbar unb b^ <)rim ju c, folglid^ gel^t ft^ 
in b auf (4). 3. 83. 360 = 23.32.5 ift burd^ 24 = 2^3 tl^eilbar, 
ni^t bnrd^ 48 = 2*.3, nid^t burd^ 63 = 3^ . 7. (Sin irrebucibler 
©rud^ lann nur bann in einen enbli^en 2)ecimalbrud^ berioanbett toer^ 
ben, toenn fein Sienner öon ber gorm 2* . 5^* ift. 

ÜDer Keinfte gemeinfd^aftüd^e IDioibun« bon N, N^, N^, . . toirb 
gefunben, inbem man jebem non ben einfad^en gactoren bicfer ^a\)Un 
unter ben ejf})onenten, bie er in N, N^, N^, . . I^at, ben größten 
giebt unb ba« ^robnct biefer ^otenjen bilbet. 3. 33. 3.5.7, 
23.7, 2.32, 23.3 ^aben ben Ileinften gemeinfd^aftlid^cn Dibibnu« 
23.32.5.7. 

3)er größte gemeinfd^afttid^e 3)ibifor bon N, iVj , N^, , . toirb ge^* 
funben, inbem man bie einfad(;en gactoren au«tt)ä]^It, weld^e N, N^, 
iVj, . . gemein l^aben, jiebem berfetben unter ben gfponenten, bie er in 
N, iVj, iVj, . . 1)at, ben Keinften giebt unb ba« ^robuct biefer ^Potenjen 
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bttbet 3. 93. 22. 3*. 5 unb 2^3^7 l^oBcn bcti flrfßten gcmcinfd^aft* 
ticken 2)it)t[or 22.33. 

SBenn «, 6, c ^rirnjol^fen Bcbeutcn, utib a'bßcr bic mtc ^otcnj 
einer 3a^t fc ift, fo finb a, ß, y burc^ m t^citbar. ®icBt c« j. ©. «i 
gactoren a in ber 3<^^I *^/ ("> enthält fc°^ bcrcn a,m, b. 1^. eine burci^ 
w tl^eitbare Slnjal^t, u. f. f. 

SDSenn f, 9, h retotibe ^JJrlntja^Ien Bebeuten, unb fgh eine mtc 
^otenj tft, fo finb f, g, h ebenfaO« mte ?Jotenjen. !J)enn ein einfacher 
gactor lann in fgh nid^t einen anbern Sjcponenten ^aben, al« in einer 
ber 3ö^len /, ^, ä, »eld^e i^xim ju einanber finb. 

11* äBenn bon einer 3a^l i^re 3«fötnmenfefeunfl m^ ^rimjal^Ien 
befannt ift, fo laffen fid^ o^nc SBeitereö aöe Diblforen ber ^ol\)\ 
angeben. 33ebeuten a, h, c, , . ^rimxa^Ien, fo ift a'^l^cr bnrd^ oöe 
(^lieber be« "^Srobnct« 

(l+a+a2-f.. + a«)(l + a + 62-|-..5^)(i+c+c2 + .. + cO 
unb nur burd^ fotd^e tbeitbar. üDenn bic ©lieber bicfeö ^robuct« finb 
in ber gormel oJ'h^c^ entl^atten, »obei r, s, t ber {Rei^c nad^ bie S^Mcn 
a, ß, y nid^t fiberfteigen-, alfo ift a^h^cr burc^ a'5«c* t^eitbar (10). 

Sic änja^I aöer 1)iJ)iforen ber 3^^! a^^b^ir ift 

(1 + «)(i + ß)a + rX 
lueit ba« erfte 5ßoI^noniium 1 + a, ba« 2te 1 + ß, bo« 3te 1 + y 
©lieber l^at. hierbei finb 1 unb a^h^cf (bie 3a^l felbft) ate ©ibiforen 
ber ^alji mitgejä^It. 

©ie ©urnme alter 5Dii)iforen ber ^a^ ift ba« ^robnct, t>uxä) ' 
beffen (5nttt)i(ftung bie ©iüiforcn ber 3^^^ gefunben werben, mitl^in 
(§. 11, 5) 

~~^~^^ 5—1 7^1"' 
3. 33. 360 = 23.32.5 l&at 4.3.2 b. i. 24 ÜDibiforen, nämtidfe 
1, 2, 4, 8; 3, 6, 12, 24; 9, 18, 36, 72; 
5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90, 180, 360. 
©ie Summe berfelben ift 15 . 13 . 6 = 1170. 

änmerlung. ßine ^a})i ift J^oniommen (tBkEiog, perfectus) 
genannt toorben, ,tt)enn fie ber ®umme il^ret ÜDibiforen (bie ^aljl felbft 
anögef Stoffen) gleid^ ift. Die jur 3«it belannten öoßlommenen 3^^^^" 
finb in ber gormel (2^ — 1) . 2^-^ entl^atten, unter ber S3ebingung, ba§ 
2^ - 1 eine ^rimia^I ift*). 3. ©. 2^ — 1 = 3, 2^ — 1 = 7, 
2^ ~- 1 = 31, 2? — 1 = 127 finb Urimia^Ien, fo baß 

*) Eucl. VII, def. 22. IX, 36. SBergl. Älügel mat^i. SB. V p. 887. Sei- 
äuem Nouv. Ann. III. Ucbci bic amicablcn äd^ün fUibet mon 9'iä(^cre8 bei ttil* 
gel mat^. S. I p. 246, V p. 55. 



Digitiz'ed by VjOOQ IC 



§. 13. Z^tmaxltit ber Sagten. 89 

3.2= 6=1+2+3 

7. 4= 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 
31 . 16 = 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + . . . 
ffienn nämlid^ 2^ — 1 eine ^rirnjal^l ift, [o tft bie Summe aöer DiDi^ 
foren Don (2^ — 1) . 2^-^ mit (Sitifd^Iug bcr 3q^I fclbft 

(1 + 2^ — 1)(1 + 2 + 22 + . . + 2^-1) 
= 2^ (2^ — 1) = 2(2^ — 1) . 2^-\ 
Qtfo nadt) au«fd&Iu§ ber 3a^I (2^ — 1) : 2^-^ ßteid^ berfetbcn 3a^t. 

3wei S^W^ P"^ amicabel genannt tDorben, toenn jebe ber 
©ummc ber !Diöiforen ber anbern (bie ^aijl fetbft anögefd^Ioffen) gleic^^ 
ift j. ©. 220 unb 284. 

12. SBenn p, q, r, , . bie ^rimjal^ten bebeutcn, burd& toeld&e ba« 
?robuct ABC . . tl^eilbar ift, menn unter ben 3^^!^^ ^'^ ^f ^'r • • 
burd^ P, i?^ ..,(?, 5'-, .., r, r2, ..,. . minbeften« cbenfobiele 
t^eilbar finb, al« unter ben 3a^(en A, B, C, . . , \o ift ba« ^robuct 
il'JTC . . burd^ baö ^rcbuct ^5C . . t^eilbar*). 

3. S. unter ben ^a^ten 3, 4, 5, 6, 9 finb 2 burd^ 2, 1 bur^ 
2^ 3 burd^ 3, 1 burc^ 32, 1 burc^ 5 t^eilbar. 

Unter ben 3a^len 12, 18, 45 finb 2 bur^ % 1 burd^ 2 2, 3 burc^ 
3, 2 burd^ 32, unb 1 burd^ 5 t^eilbar. 

33a bie tefetern Slnjal^Ien ber SReibe nad^ nid^t geringer ftnb, atö 
bie erftern, fo ift 12 . 18 . 45 burc^ 3.4.5.6.9 t^eitbar. 

SSetüeiö. Unter ben 3^^^^^" A, B , C, . . feien « burd^ p t^eil» 
bare, ß burdj^ p^ tl^eilbare, y burd& p^ tl^eilbare u. f. f. !Dann ift baö ' 
*!ßrobuct ABC . . junäd^ft burd^ p* tl^eitbar, ber gefunbene Quotient 
ift iDteberum burd{> p^ tl^eitbar, ber neue Quotient burd^ p^ , vl. f. m. 
®aö ^robuct ABC . . entl^ätt alfo « + 1? + y + . . gactoren p, aSon 
gtei^er SSebeutung feien bie Slnial^ten a,ß\y',., für bie ^0L^^\\ 
Ä, ß, C\ , , , giun finb nad^ ber SSorauöfefeung «', ß\ y, ber SReil^e 
nadb nid^t geringer afö «, |5, y, . ., alfo ift «' + /3' + y' + . . nic^t 
geringer ate « + ^ + y + • •/ b. 1^. ÄßC . . enthält nid^t toeniger 
gactoren p alö ABC ... 5lu« benfelben ©rünben entl&ätt AlB'C . . 
nid^t weniger, gactoren 5', r, . . ate ^5C . . . 5Dal^er ift ÄßC* . . 
burd^ ABC . . t^eilbar (10). 

13. SBenn eine beliebige 3a]^I ber {Reil^e 1, 2, 3, . ., m burdfi h, 

tb bie ganje 3o^t be^ Quotienten m : fc burd^ m' bejeidj^net toirb, fo 

ib w' \<k%\t\\ ber Steige burd^ A: tl^eitbar, nämlid^ Ä:, 2Ä;, . ., m'k 

mn ferner bie ganje '^^^ beö Quotienten w' : k burd^ m" bejeid^net 

*) 2)te in (12) iinb (13) entkräftenen ©ä^c fmb bon ®au6 (Disq. arithin. 
ö. 127. 41). 



1. 
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90 Snigemeine 9[ritl^mett!. 

tt)trb, fo finb m" ^afjUn bcr SReil^c 1, 2, , ., m' burd^ fc tl^etlBar, 
mithin finb wi" 3^^^« ^^^ gegebenen Üiei^e burd^ fc* tl^eilBar. U. f. to. 

3n ber $Rei^e oon ebenfobict fotgenben ^aW^ « + 1^ « + 2, . ., 
a + m giebt eö minbeflen« m', l^öci^ftenö m' + 1 ^«td^ ^ tl^eitbare 
3al^ten. üDie ffeinftc burd^ k t^eilbare ^affl ber Steige, töetd^e burd^ 
a + <7 bejeic^net mirb, lann a + k nid^t überfteigen. älfo entl^ält 
bte SReil^e bte burd^ k tf)eitbaren ^af)Un 

a -{- c, a-j-c + Ä:, .., a -\- c -{- (m' — l)jfc 
unb außerbem a -{- c -}- m% tDenn c Hein genug tft. 

!Da« ^l^robuct (a + l)(a + 2) . . (a + w) tft burd^ ba« ^robuct 
1 . 2 ... 77) tl^etlbar. äßenn nömlid^ bad jipeite ^robuct aM ben 
^rintäal^Ien p, g, r, . '. jufamntengefefet ift, fo finb unter ben ^a^m 
«4-1, ct + 2, ..,«4-^ minbeften« ebenfobiele burd^ p, />^, . ., 
q, q^f . ., r, r^, . . tl^eilbar, atö unter ben ^oX^Un 1, 2, . ,, m, folg^ 
üd^ u. f. tt). (12 . $Der Quotient be« erften ^robuctö burd^ ba« jtoeite 
ift eine figurirte 3^^^! (§. 28), mitl^in eine ©umme ^on ganjen ^a^itrx, 
alfo auc^ au§ biefem ®runbe eine ganje ^a^i, 

SBenn m= a+h-\-c-\- .., fo ift 1.2.3...^ burd^ ba« ^robuct 
1.2...a.l.2...ft.l.2...c... 
t^eilbar, meit 1 . 2 . . . a burd^ 1 . 2 . . . a, (a + 1) . . (a + 6) 
burc^ 1 . 2 . . . Z», (a + ft -f 1) . , (a + & + c) burd^ 1 . 2 . . . c, 
u. f. f. t:^eitbar ift. !j)er Ouotient ift burd^ m tl^citbar in bem. galle, 
ba§ m eine ^rimja^t ift. ©er Quotient ift bie ängal^I bon ^ermuta* 
tionen gemiffer etementc (§. 25, 4) unb aud^ au« biefem Orunbe eine 
ganse 3a^t. 

14* SQSenn bie 3ci^I ^ bie Dibiforen a, b, c, . , ffat, tt>eld&e <)rim 
ju eiuanber finb (jeber ju jiebem ber übrigen), fo giebt e« in ber 9?ei]^e 
1, 2, 3, . ., m 

3al^(en, bie burc^ a, b, c, . . nxäft t^eilbar finb*). 

Seioeiö. 3n ber gegebenen SReil^e giebt e6 — 3<^^t^W/ ^^'^^ 

burd^ « t^eitbar finb, näntlid^ a, 2a, 3a, . ., — a, folglid^ bleiben 



3a^{en übrig, ii^efd^e burd^ a ni(^t tl^eilbar finb. 



a 



*) @uler 1763Nov.Coinm. Petrop. 8p.74. Acta Petrop. 4, IIp. 18^. 8 p.l7. 
^evgl @au(i Oisq. arithm. 38. 2)irtc^Ut äa^Icfit^eone bou 2)ebcfntb §. 11 ff. 
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§. 13. X^cilbarfeit Ur 3<iWeit. 91 

Unter ben hnxä} a ntd^t tl^eitbaren 3^^^^^" ^^^ gegebenen Steige ^ai 
mon bieienigen nod^ auöjufd^eibeB, »eld^e burd^ h tj^eilbar finb. @« 
giebt aber in ber 9iei^e 

ebenfobiel burd^ a ntdf^t tl^etfbare 3^^^^"/ <^t^ ^^ ^^^ ^tifft 

1, A o, . . , ^ . 

!Denn b ift ^rim ju a, fotglicb kb bnrd^ a tl^eilbar ober ni6ft tl^etlbar, 
je nad^bem k burd^ a t^eitbar ift ober nid^t tl^eilbar (4). Die lefetere 

Steige entl^äft nad^ bem Obigen ^(l ) ^a^kn, toeld^e bnrd^ a 

nid^t tl^eitbar finb. SRad^ Sluöfd^eibung berfetben bleiben bon ber ge* 

gebenen Stetige 

"('-i)-!('-i) = -('-f)('-|) 

^af)kn übrig, iDctd^e burd^ a, b nid^t tl^eitbar finb. 

Unter ben burc^ a, b nid^t t^eitbaren ^af)Un ber gegebenen Steige 
finb ferner aud^ nod^ biejenigen an^jufd^eiben, Vi>ü6)t burd& c tl^eitbar 
finb, unb beren c« ebenfobiet giebt, M e« in ber SReil^e c, 2c, 3c, 

• •/ — <^ B^^Ictt Siß^^ *^*c ^i^^^ ^/ ^ ^'^t tl^Hbar finb, nämli^ 

c 

^l )(^ ~~ y)* ^*^*^ SBeglaffnng berfetben bleiben oon ber 

gegebenen Sfei^e 

K-^X'-l)-^-iX'-T)="('-lX'-iX'-7) 

3a]^ten übrig, bte burd^ a, 6, c nidj^t t^eitbar finb. 

15. SBenn bie fänimtüd^en ^rimial^Ien, auö loetd^en bie ^af)l m 
jnfammeugefe|t ift, burd^ a, b, . ,, h bejeidj^net »erben, fo giebt ed 
in ber JRei^e 1, 2, 3, . ., m 



.M-iy- '^ ^- '■ 



l)--('-l) 



3al^fen, meldte burd^ a, 6, . . , /* nid^t tl^eilbar (14), mitl^in ^rim jn 
m finb. 5)tefe ^Inja^t toirb md) ®an^ (a. a. D.) in ber Slritl^metif 
burd; qp(m) bejeid^net. 

3. a 60 = 22.3.5. 3n ber SRei^e l, 2, . ., 60 giebt e^ 
lifo 

<p(60) = 60.y.|-.4= 16 
3ö]&(en, toel(^e ^3rim ju 60 finb, nämfid^ 
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02 Snigemeine ^(rttl^mettt. 

1 7 11 13 17 19 23 29 
59 53 49 47 43 41 37 31 

SBcnn m unb k rclatitje ^ßrirnjol^Icn finb, fo finb mäf m unb m — fe 
relative ^rimjal^Ien. 

©ie 3a^I 1 tt)irb afö pxxm ju fld^ felbft betrachtet, fo bag g[)(l) = 1. 
Sine '^rintäal^t p Ift ))rim ju aOen nieberen S^ifltn, atfo g)(p) =p — 1. 
aSenn a, 6, e ^rimjal^ten bebeuten unb m^^a'^l^cr ift, fo flnbet man 

9j(m) == a«-i J^i cr-i (a — 1)(6 _ l)(c — 1). 
3Benn m burdf^ ^i ungerabe ^rimial^ten tl^cilbar tft, fo ift g>(m) burd^ 
2" tl^eilbar. SBenn m unb n au« benfetben ^rimxal^Ien pfammengefefet 
finb, fo lann ba« 33erpltni§ g)(m) : q>(n) burd^ ^otenjen berfelben 
^rimja^ten auögebrüdt »erben, j. 33. g[)(360) : 9(60) = 6. 

SSSenn m unb w' retatii^e ^rimjal^Ien finb, fo l^at man 

.,(««') = ..'(l - i)(l - !,)(, - |)(l - }) . . 

füfgUd^ 9 (mm') == q>{m) cp{m), J. ©. 

9)(36) = g>(4) g<9) = 2 . 6 = 12. 

16. SBeun b ein !Dibifor t)on mift, fo giebt e« 9>(^) 3ö^ten ber 

9ieil;e 1, 2, 3, . ., w, für tocld^e ö ber grögte !Dibifor ift, ben fie 
mit m gemein l^aben. ©enn unter ben 3*^^^^^^ bon 1 bi« m fmb 6, 



ni 



2ö, . . , -V ^ burd^ ö tl^citbar. 3lun ift aber d ber größte gemein* 

fc^afttid^e !J)it)ifor ber '^a^itn U unb -y 5 nur bann, loenn h ))rim ju 

y ift. 9lIfo giebt e« in ber gegebenen JReil^e cbenfobiet 3^^I^"f ioetd^e 
mit m ben größten gemeinfd^aftlid^en Di^ifor ö l^aben, ate e^ 3^^^^" 
ber Stetige 1, 2, . ., ^ giebt, meldte ^rim ju y finb, nämtid^ ^\P\ 

nad; ber angenommenen ©eieid^nung (15). 

äßenn alte SDii^iforen ber ^oHjl m burd^ ^1 / ^2 ^ ^3 ^ • • bejeid^net 
tt)evben, fo ift*) 

9>(^i) + ^^^2) + 9(^3) + . . = wi. 

Diefe eigenfd^aft mirb erlannt, inbem man bie 3^^^^" h 2, . ., 



*) Q)<xn% Disq. arithm. 39. ^tx^t 3)irid^ret a. a. O. 
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§. 13. 2:^ct(6arfctt bcr Barrett. 



93 



m mal bcm grS^ten S)it)ifor, toeld^cn flc mit m gemein l^aben, grm)))irt. 
3n bie ©vu^pe berjenigen 3^^^^"^ toetd^e mit m bcn grölten gemein* 

fc^aftUd^en S)ii5tfor ^^ l^aben, gel^ören 9>(^) ^oifjUn) in bie ®rm)})e 

berienigen S^af)kn, meldte mit m ben grögten gemeinfd^afttic^en ©ibifor 

^2 l^aben, gel^ßren 9>[j') 3^^^^/ "• f- ^- ®^^ ©umme biefer Sin* 

jal^ten qpf^j + 9'(t-) + • • ift ^/ bi^ SWenge ber t>ert]^eitten ^^^^{cn. 



m m 



©ie gfieil^c y f T* - - unifagt aber alle ©ibiforcn t)on m. 

Oj «2 
Siefe Slbjäl^lung toirb burd^ fotgenbe JRed^nung beftätigt. @« fei m 
an^ ben ^rimjal^len a, h, c jufammengefefet unb jtoar m = a^i^c^. 
ein ©tüifor ö biefer 3a^I ift bon ber gorm aHf^d', wenn A eine 3a^I 
ber Steige 0, 1, 2, . ., « bebeutet, fi eine Sal^t bcr JReil&e 0, 1, 2, 
. . ; |3 unb V eine 3a^l bcr JKcil^e 0, 1, 2, . . , y. 5Run ift (15) 
<p{^) = 9)(a*) cp(J/*) g,(cO. 

Sllfo ftimmt bie Summe aCer SBcrtl^c t)ott 9>(^)f ^etd^c ju ben ein* 
jetnen SÖSertl&en bon A, ^, v gel^ören, mit bem ^robuct ber »teilten 

q>{\) + tpia) + (p{a^) + . • + 9>(«') 

9(1) + <pW + 9^(0*) + . 
überein. ©ie erfte 9?ei^e ^at ben SQSert^ 

1 + (a — 1) + a(a — 1) + . , 
= 1 + (a - 1)(1 + a + 

= 1 + (a« — 1) = a«. 
©ie jtoeite unb britte JRei^c l^aben bie. SBert^c h^ unb er, SDö^er ift 
bie ©umme aller äBert^e bon q>(ß) b. i. ba« ^robuct ber Steigen =- 

33eift)iet. S)ie 3al)l 60 ^at bie ÜDibiforen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 
12, 15, 20, 30, 60. 



+ a^'^{a — 1) 
. + a-i) 



9W 
9(2) 
9(3) 
9(4) 



9(5) 

9(6) 

9(10) 

9(12) 



9(15) 

9(20) 

9(3o; 

9(60) 



8 

8 

8 

16 



T)ie ©umme biefer S[nxQl)len ift 60. 

17, 3ebe 3^^! « f*^«" bwrd^ ^ii^ 23ielfad^c^ einer gegebenen ^f>\U 
tiben 3^1)1 ^ unb burd^ eine 3^^t r ber Steige 0, 1, 2, . . , fc — 1 
o^ne 2lu§na^me unb auf eine SSJeife fo bargeftellt toerben, bag a=«fc4-r. 
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SBörc juglcid^ a = ^'fc + r, fo »ärc r — r' «= (*' — «)fc burd^ fc 
t][)eilbar gegen bie übet r unb r' gemad^te 35orauöfe|ung. 

Befolge biefer Darfteßung bcr ^affl a l^elßt r berJReftbona 
nad^ beut HÄobuIu« k. SBenn jtoci 3^^^^" ^ "nb 6 nad^ bem 
Wiotni k benfelben 9teft l^aben obet nid^t, fo toerben fie congruetit 
ober incongruent nad^ bem SRobuI k genannt. Um bie ßongruenj 
ber SaSjltn a nnb b na6f bem SIRobuI k auöjnbrüdten, fd^reibt man*) 

a ^ h, mod k. 
3. ©. 32 = 17, mod 5, toeil 32 nnb 17 nad^ bem SWobnl 5 benfetbcn 
SReft 2 i^aben; 23 = — 17, mod 8, toeit 23 nnb — 17 nadf> bem 
aWobut 8 benfcften JReft 7 l^aben. !Die nad^ bem aWobuI k mit b 
congrnenten S<^^lm finb öon ber gorm b + tk, 

®ie SDtff erenj ber nad^ bem SDiobuI k congruentcn ßaffltn a nnb b 
tft bon ber gorm tk b. 1^. bnrd^ ben SDlobuI ber Songmeng ti^eilbar. 
(Sin gemeinfd^aftlid^r i^ibifor bon a nnb k gel^t aud^ in b anf; ber 
größte gemeinfd^afttid^c S)ibifor bon a nnb k ift jngleid^ bcr größte 
gemeinfd^aftUd^e !I)t))ifor bbn b mtb k. 

Umgelel^rt fd^tiegt man, baß bie ßa^Un a unb & nad^ bem SRobuI 
k congruent ober tneongruent finb, ie nad^bem il^re !&ifferett^ bnrd^ k 
t^eilbar ober nid^ tl^eitbar ift. 

18* I. SSSenn jtoei ^af)kn mäf bem SKobut k congrnent finb, fo 
finb fie and^ nad^ jiebem !Dibifor bon k congrnent. SBenn jroei ßaifUn 
mäf ben 2Äobntn k, l, m . . congrutirt finb, fo finb fi« auc^ noci^ 
bem Iteinften gemeittfd^aftlid^en ©ibibnnd ber ÜRobuIn congrnent (5). 
Denn mäf ber 35clran6fefcnng gel^t k in ber !Differenj ber beiben 3af)Un 
anf, fotglid^ n. f. ti). 

II. Sßentt jßoäf einem Sßobut bie ßa^tn a unb &, m unb n con^ 
grnent finb , fo finb and^ bie Summen ober Differenjen a + m nub 
b + n, bie ^robttcte am unb ftn, bie ^otengen a« nnb ft^ nad^ btnt* 
felben SKobuI congrnent. 5Denn nad^ ber SSorau«fetäung gel^t ber STOobut 
fotool^I in a — 6, ate aud^ in m — n auf, folglid^ u. f. to. (2). 

SBenn über]^auj)t nad^ einem SKobuI bie B^^Ien x unb y, a^ unb b^, 
a^ unb b^, a^ unb &2, . . congrnent finb, fo finb ovi6) bie ^ot^nomicn 
«0 + «j^ + ^2^* + . . unb ^0 + b^y + ^2^2 ^ , ^ xidi) bem* 
fetben 2ßobuI congruent. 

III. 5lu« ber (Songruenj ber SJtetfad^en am unb hn nad^ bem 

3ßobuI k fotgt bie Songrueng ber ^^^ifizn a unb b (nic^t nad^ bem 

k 
SDiobut k, fonbern nur) nad^ bem äßobttt -ö- toenn burd^ d ber größte 

/ 

♦) Oauß Disq. aritbm. 1 ff. »cröl. ^xxx^Ui äa^entl^tone §. 17. 
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gctneitifd^aftlici^e ©toffor i>on m unb k bcjetd&net toirb. 2)enn naä) ber 
Sorau«fefeunfl ift w(a — 5) burd^ fc tl^etlbar, alfo'aud^ y(a— *) burd^ 



m 



-^ tfydtbax) nun tft j ))rim ju y, folglid^ a — ft burd^ y t^eiI6ar (4). 

^u« 27 = 12, mod 5 fd^tießt man 9 = 4, mod 5. 
120 = 84, mod 18 f^ttegt man 10 = 1, mod 3. 



19, Sitte ^af)Un »erben nad^ bem SWobuI k m fc Sfaffen fo 
getl^cilt, bag bie 3<^W^n einer Slaffe mit 0, bie ^afj/lzn einer anbern 
(Slaffe mit 1, u. f. ts>., bie B^^Ien ber le^en gfaffe mit fc — 1 nad^ 
bcm 2RobuI k congruiren. ßaffUn einer Slaffe [inb congruent, B^^fen 
i)erfd^iebener Staffen finb incongruent nad^ bem angenommenen 2ßobu( 
(17). SBäl&tt man au« jiebcr Staffe eine ^a^ md) ©clieben a\x^, fö 
ffüt man ein toltftänbigeö ©Aftern nad^ bem ÜRobut k incon* 
grucnter 3ö^ten, toie e« j. SB. je k folgcnbe S^^tn c, c + 1, 
c + 2, ..,c + fc— 1 bifben. 

S33enn bie ^af)kn a?j , a?2, . ., a?k nad^ bem STOobuI k incongruent 
[Inb unb & J3rim ju fc, fo bttben bie 3^^!^" a + fta?, , a + 6a?2, . ., 
fl + bx^ toieberum ein boöftfinbige« ®^ftem incongruenter 3^^^^- 
SBärcn a + bx^ unb a + fta^j congrucnt nad^ bem 2JiobuI k, fo toäre 
il^re IDifferenj b[x^ —x^) burd^ k tl^eittar; nun ift b ^rim ju fc, alfo 
toäre x^ — X2 inxcS) k tl^eitbar (4), mitl^in x^ ^ x^, mod k gegen 
bie SSoraudfe^ung. 

. aaSenn d ein ©ibifor bon k ift, fo giebt e« 9^[jj 3ö^Ien ber 

Steige 1, 2, • ., Jk, für loeld^c ö ber grJJ^te üDibifor ift, ben fic mit k 

gemein l^aben (16). Sltfo giebt e« q>(j\ Slaffen, bie fotd^e 3a]&ten 

entl^alten, bag £ ber gr5|te £)ibifor ift, loetd^en fie mit k gemein l^aben. 
Stiöbcfonbere giebt e« g>{k) Slaffen, bereu ^a^^n pxm ju k finb: 

20* 5Die SRefte bon ^robucten ober ^otenjen »erben am ein* 
fad^ften au« ben tieften il^rer gactoren berechnet. SBenn a unb a' nac^ 
bcm SDlobttl k bie SRefte r unb r' l^aben, fo l^at aa naäf bem SKobut 
k benfetben SReft atö rr b. ^. aa = rr\ mod k (18). Unb »enn a" 
oen SRefk s l^at, fo l^at a«+i benfeften JReft ate ra. 3. ©. 5Rac^ bem 
aWobut 13 ^aben 217 unb 57 bie SRefte 9 unb 5, fo(g«d& ift 217 . 57 
= 9 . 5 = 6, unb 572 = 25 = — 1. 

SRad^ bem SRobut 2 ift a« = a, toeit beibe ben SReft ober 1 
aben, \t nad^bem a gerabe ober ungerabe ift. 
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Sfta^ bem SUiobut 5 finb aßc Saf)Un congrucnt mit einer ber ßa^tn 
0, 1, — 1, 2, — 2. 3laä) bemfctben 2RobuI finb atfo aße Quabratc 
congruent mit einer ber ^af)Un 0, 1, — 1. SDal^er ift enttpcber a ober 
a2 — 1 ober a» + 1 burd^ 5 t^feiCbar, mithin ift a{a^ — l)(a^ + 1) 
= a^ — a hnxd) 5 tl^eitbar, b. 1^. a^ ^ a, mod 5 unb mod 2, folg** 
l\6f anä} mod 10. SDie 5ten ^otenjen ^aben biefelben (Siner ate bie 

Sollten- 

5Racl& bem SÄobut 13 finb bie ^otenien 57, 57«, 57^ . . ber 
SReil^e nad^ congruent mit 5, — 1, — 5, 1 in periobifd^er Sieberlel^r. 
ma6) bem 2Robul 11 finb 9, 9«, 9^ .. ber JRei^e nad^ congruent mit 
— 2, 4, 3, 5, 1; nad^ bem SWobut 5 finb biefetben ^otenjen ber 
SJeil^e nad^ congruent mit — 1, l. 3la6) bem SWobuI 12 finb 15, 15*, 
15^.. oer SRei^e nad^ congruent mit 3,-6, — 3, 6. 

21. Senn ber SJ^obut eine $rimial)t p unb ber ÜDignanb a burd^ 
P nid^t t^eitbar ift, fo bilben bie SRefte ber.^otenjen a, a», a», . . 
^erioben oon l^od^ftenö p — 1 ©ßebern, inbem aP-i = i, a? ^ «, . • , 
mod p*). S35enn ber SRobut eine jufammengefefete ßa})l k unb a pxim 
ju k ift, fo bitben bie Stefte oon a, a^, a^, . . $erioben bon ^öd^ften^ 
(p{k) b. i. fo oiel ©liebern, atö ßal)Un ber JReil^e 1, 2, . ., fc pxim 
ju k finb, inbem a^^p) ^ i, mod k 

SSlaä) bem SWobuI 5 ^at 3^ ben SReft 1, nad^ bem ÜÄobul 37 ffat 
530 ben SReft 1. 5Rad^ bem üßobul 7 l^at nid^t nur 2^ fonbern andf 
fd^on 23 ben SReft 1; nad& bem üßobut 13 ^t 5^^ aber aud^ f(^on 5* 
ben »Jeft L SBeit g>(15) = 8, fo ift 2» = 1, med 15; e« ffat aber 
aud^ fd^on 2^ nad^ bem üßobut 15 ben 5Reft 1. 

SBetoeiö* SBenn a, 2a, 3a, • • nad^ bem 3)li)but p bie {Rcftc 
^u ^2f ^sf * ' ^oitn, fo finb bie ^robucte 1 . 2 . 3 . . . (p — l)aP-i 
unb r^r^r^ . . rpJi cougrueut (18). SBeit a pxxm in p, fo finb ibie 
SRefte rj, rj, . . oon berfd^ieben unb incongruent (19), mithin B^l^ten 
ber JReil^e 1, 2, ..,;?— 1, fo baß il^r ^robuct ben SBertl^ 1 . 2 • 3 
...(/>— 1) ^at. SDiefer Sertl^ ift pxxm ju p, folgtid^ (18, III) aP-i 
= 1, mod p. SDie Songruenj aP ^ a, mod p finbet aud^ bann nod^ 
ftatt, toenn a burd^ p tl^eitbar ift* 

Senn ber SDiobul bie jufammengefefete ^a^ k ift, unb bie 3<i^fcn 
ber SReil^e 1, 2, ... ä:, toetd^e prim ju k finb unb bereu e« (p(k) giebt, 
burd^ k^, k^, fcg, . . bejeid^net »erben, toenn ferner bie ^a^tn ak^, ak^, ak^, 



*) gcrmat*« Scl^rfafe (1640). 2)te 9(u«bc^nuncj biefe« ©afee« auf gufammcn«» 
gefegte aftobuln l^at (Suler gefunbcn Nov. Comm. Petrop. 8. p. 74. ®crg(. ®aug 
Disq. arithm. 50. ^er o6tge etnfaci^e i6ett)ei9 ift bon ^iri^Ut gegeüen tDorben 
CrcUe 3. 3 p. 390 unb 3a^>lent^>eonc §.19. • 

r 
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. . nad^ bcm SKobut k bie JRcftc r^, r^, r^, . . ffaUn, fo crgiebt fic^ 
mieberum burd^ aßu(ti))tication 

3iad^ bcr äJorau^feftung pnb a unb k rctattee ^mjal&lcn, fci, fear hf 
. . incongrucnte 3^^^^"/ ^^\^ P"^ ^wd^ r^, rj, r^, . . incongrucnt, Don 
üerfd^icbcn unb })rim ju k, mittfin ^a^m ber JRei^c k^, k^, k^, .., 
fo bat rjrjrg . . = k^k^k^ . . , U. f. ti). 

93. aae burd^ k nid^t tl^ettbaren Ouabrate finb nad^ bem SRobut 
k mit scUHffen 3<^Wcw bcr Äcil^c 1, 2, . . , fc — 1 congrucnt, mit ben 
flbrigen nid^t. 3)ic crftem 3^^^^^ ("^^ *>'^ ^^^ ^^"^^ congrucnten 
3a]^ten) l^eigen bie quabratifd^en 9tefte Don k, bie fibrigen l^eigen 
bic quabratifd^en Slid^t^^aiefte Don k*). 

SBcit (ik ± xy — x^ burc^ k t^eiftar ift, fo ift 
(fc + a?)^ ^ a?^, mod k 

nnb man brandet ^ um bie SRefte aQer Ouabrate nad^ bem a)2obn( k 
b. }). aUe quabratifc^en Stefte Don k ju flnben, nur bie 9{efte ber 
Ouabrate Don 1, 2, . ., i(fc — 1) ober \k, je nad^bem fc ungerabe 
ober gerabe, auftufud^en. ÜDer Sl^aralter einer 3^^ tt>i^b baburd& 
beflimmt, bag man entfc^eibet, ob fie gu ben (quabratifd^en) Steften ober 
in ben 9iid^treften Don k gel^ört. 

5Da (a +. 1)« = a« 4- (2a + 1) ift, fo lann man bie Quabrate 
Don 1, 2, 3, . . burcj Äbbition ber ungcraben 3a]^len bitben, 22 = 18+3, 
3« = 2« + 5, u. f. ti).; unb bie fotgcnben 8tefte au« bem jiebe^mal 
Dorl^ergel^enben 9teft, inbem man ju il^m eine ungerabe 3^^t abbirt, 
abteitcn. 3. ». nad& bem STOobut 13 finb 1«, 2«, 3«, 4«, 5% 6« ber 
Kci^e nad^ congruent mit 1; 1 + 3, 4 + 5, 9 + 7 = 3, 3 + 9, 
12 + 11 = 10; äße Quabrate, in benen 13 nid^t aufgellt, congruiren 
nad^ bem SKobut 13 mit einer ber 3a]^len 1, 3, 4, 9, 10, 12, toet^e 
bie (quabratifd^en) Slefte Don 13 l^eigen, loäl^renb 2, 5, 6, 7, 8, 11 
bie Wid^trefte Don 13 ftnb. 



14 ^at bie «efte 

SRic^trefte 

15 l^at bie »Jefte 

3Hd^trefte 

17 ^aX bie «efte 
92id^trefte 



5 

4 



3 5 



2 3 



9 
6 

7 

9 
5 



9 

2 



11 
11 



13 

8 



10 12 13 



6 7 

4 9 



9 

16 



11 
10 



13 

6 



8 11 



11 

8 



13 

2 



4 
12 

16 

15 



3 5 6 7 10 11 12 



13 14 

13 
14 



*) 2)iefe für bie «rit^mertl toi^tigc Untcrf^cibuna ip Don (SuUr fOpusc. anal. 
I p. 263) gemalt toorbett. ©crgl. (S>(kVi% Disq. arithm. 94 ff. 2)iTi^Ut 3a]^Icn- 
t^eorie §. 32 ff. 

»aller. I. 4. «uft. 7 
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, SBcnn p eilte utigcrabe ^rtmjal^l ift, utib tt>cnn a unb b ^0X)im 
ber JReil^e 1, 2, . ., i(p — 1) bebeuten, fo finb a^ unb h^ mäf bem 
aßobut p incongtuent; tt>are a» — b^ = (a -]- b)ia — b) burd^ p 
tl^cttbar, fo mü^U, toeil a — b })r{m ju p ift, a+b tnxäf p tl^cilbar 
fein, gegen btc über a unb b gemad^tc aSorauöfefeung. JDai^cr giebt c« 
nid^t »enigcr afö |(p — 1) quabratifd^e 9iefte t>on ;?. 

28, SBenn p eine ^rimjai^l unb a burd^ jp nid^t tl^eilbar ift, fo 
fiJnnen bie ^af)kn 1, % . . , p — 1 \o gepaart »erben, baß bie au« 
ben elnjelnen paaren gebilbeten ^robucte nad^ bem SKobut p mit a 
congruiren. SBenn in^befonbere a ein quabratifd^er SReft oon p ift, fo 
giebt e« in ber JReil^e 1, 2, ..,/? — 1 jtoei iu p fid& ergänjenbe 
Ballten, toeld&e mit fid^ felbft $aare bon ber angegebenen Urt bitten*). 

Sdti\pitl 5Die quabratifd^en 9iefie t)on 7 finb 1, 2, 4; ba^er 
gel&brt 12 ju ben 3Hd^treftcn, 9 gu ben SReften. 2lu« bcn ^al^ten 1 bi« 
6 laffen fid^ 3 $aare bitben, fo baß bie au« ben paaren gebilbeten 
^robucte nad^ bem SKobut 7 mit 12 congruiren, unb 4 $aare, fo ba§ 
bie ^robucte mit 9 congruiren. 3n ber Sl^at finb nad^ bem SDiobut 7 
l,5 = 2.6 = a.4 = 12, 
1.2 = 3.3 = 4.4 = 5.6 = 9. 

©etoei«. ©enn m eine ber ^affUn 1, 2, . ., p — 1 bebeutet, 
alfo pxim gu p ift, fo l^aben bie ^a^m m, 2m, . ., (p — l)m nad^ 
bem 2Kobut p bcrfd^iebcne JRefte an^ ber SReil^e 1, 2, . . , i? — 1 (19). 
(Siner biefer JRefte ift aber aud^ ber 5Reft oon a mä} bem SKobut p, 
n>eit a burd^ p nid^t tl^eilbar ift. 3l(fo giebt e« unter ben ^robucten 
m, 2m, , ., (p — i)m eine« unb nid^t mei^r ate eine«, ba« mit a nad^ 
bem ältobul p congruirt. 

SKJenn a ein quabratifd^er 9left bon p ift, fo giebt e« eine unb 
nid^t mel^r al^ eine ^affi k ber 8leil&e 1, 2, . ., i(p — 1), toetd^e mit 
fid^ fetbft ein ?ßaar bitbet bon ber ärt, ba| fc» = a, mod p (22). 
3ugleid^ ift bann aud^ (Je — py = a, mod p. 

24. S93enn p eine ^rimgal^t unb a inxäf p nid^t tl^eifbar ift, fo ift 
1.2.3...(p — 1) = Baiivi) 
too s ben SBertl^ 1 ober — 1 l^at, jie nad^bem a öon p ein quabra^ 
tifd^er 5Rid^treft ober ein JReft ift. 

SBemei«. SBenn a ein Siid^treft bon p ift, fo laffen fid^ b* 
Bal&ten m, m^, m^, . . ber JReil^e 1, 2, . ., i? — 1 mit anbemS^l^ti 
n, n^, wj, . . berfetben SJeil^e bergeftaft paaxm, baß (23) 
• mn ^ m^n^ ^ ^2^2 ^ * * ^ ^f mod p. 

*) 2)icfcn @a6 uHb bie ©etocifc ber fotgenbcn ©afee t)erban!t man 2)iri^(< 
(Swtte 3. 3. p. 390. 
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au« bicfcn i(p — \) Sonflrucnjcn [eintiefet man (18, II) 

mm^m.j, . . nn^n2 . . ^ ai(p-i), mod p. 

9lun tft wmiWj . . nn^n^ . . = 1 . 2 . 3 . . . (p — 1), U. f. tP. 

SScnn a ein JRcft Don i? ift, fo laffcn fici& S^^fen wi, w^, 7^2^ . . 

ber JRci^c 1, 2, . ., ^ — 1 nadf^ Slu^fd^Iuß üon jmei beftimmten 3^^^ 

len fc unb p — <: mit anDcrn ßoi)kn n, n^, n^, , . bcrfclbcn SReil^c 

bcrgeftalt paaxm, ba§ mn ^ m^n^ ^ »»2 7*2 = . . = a, mod 2?. 2lu^ 

bicfen i(p — 3) Songruenjcn folgt 

1.2.3...(p— 1\ 1, «. , 

mwi^wij . • nn^n^ . . = ]c(p — ]Ä ^ = — <^^^^'^\ mod p, 

5Run tft h(p— k) ~ —k^ = — a, mod p, folglid^ burd^ üßulti^^ 
pßcation 

1.2.3.-(p — 1) = — ai(i^-^\ mod /?. 

aS* fficnn p eine 5ßrimjal&l ift, fo ift *) 

1.2. 3. ..Q? — 1) = — 1, mod p. 
®enn 1 gel^ört jn ben quabrotifd^en 9teften t)on ;? unb ifo-^) = 1, 
fotglid^ u. f. to. (24). Umgcfci^rt fd^ticfet man, bag p eine ^irnjat)! 
ift, mcnn ;? in 1 . 2 . 3 . • . (p — 1) + 1 ^lufgel^t; toäre p bnrd^ 
eine Heinere 3aW 9 t^eilbar, fo ginge gf in 1 . 2 . 3 . . (p — 1) auf, 
atfo nlc^t in 1 . 2 . 3 . . . Op — 1) + 1. 

Kenn p eine qjrimjal^I unb a burd^ p nid^t t^eittar, fo ift ai(p-i) 
congrucnt enttoeber mit 1 ober mit — 1, ie nad^bem a öon p ein 
quabratifdf^er JReft ober ein 9iid^treft ift**). 5Ra(^ bem eben betoiefenen 
©afec ift 1 . 2 . 3 ... (p — 1) = — 1, fotgtid^ u. f. to. (24). 

SaSeit ^ enttoeber in ato-i) — l ober in ai(v-^) + l aufgebt, fo 
ge^t e« immer in bem ^Jrobuct biefer gormein b. i. aP-i — 1 auf, toie 
ber germaffd^e @aft (21) auöfagt. 



§♦ 14. Duabrat einer Decimaljal^L 

1. 3)a« Quabrat eine« $ot^nomium befielt an^ bem Quabrat 
bc« erftctt ©liebe«, bem bopj^elten ^jjrobuct be« erften ©liebe« mit bem 
jtoeiten ncBft bem Quabrat be« jioeiten ©liebe«, bem boj^pelten 5ßrobuct 
ber erften 2 ©lieber mit bem britten nebft bem Quabrat be« britten 
'Stiebe«, bem boj)pelten ^Jrobuct ber erften 3 ©lieber mit bem oierteu 
lebft bem Quabrat be« mxttn ^Bliebe«, u. f. f. 



♦) SBilfon'« ®aft (1770). ©ctd. Oauß Disq. arithm. 76. 
*♦) Cur er*« @aft (Opnsc. anal. I p. 263). Uckt bic X^eilborfett i)on 10^ — t 
unb lOP + 1 bur^ bic ^rimsal^I 2p 4 1 Dcrgl. e«Ur Bist, de TAcad. de Berlin 
1772 p. 35. 

7* 
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®etoct«. "Slaäf §. 9, 5 ift 

a 4- 5)2 = «2 4_ 2a6 + b^ 

(a + b + c)2 = (a + 6)2 + 2(a + 6) + c« 
(a + & + c + d)2 = (a -f * + c)* + 2(a + 6 + c)W + ^i« 
= a« + 2a6 + 6« 

+ 2(a + 2>)c + c« 

+ 2(a + Ä + c)rf + df^ u. f. f. 

3* gttte ©edmatja^t b. l ein ^oö^notnium bcftc^enb au« Sincrn, 
Seltnem, ^unberten u. f. tt>., unb au« 3c^ntcüi, ^unbcrtcte, u. f. ». 
toirb nad^ obiger {Regel quabrtrt, inbem man ba« Quabrat bcr ^öd^ftcn 
<Steße in bie erfte ^ÜU feftt, bann ber a5erbot))>e(ung ber l^öd^ften ©tcttc 
bte näd^ftc Steöe an^ngt, bic fo entftanbene ^affi mit ber jtoeiten 
@teüe mu(tij}(icirt unb ba« ^obuct in bie jtoeite 3^'^^^ 2 ©teöen 
ttjeiter red^tö fcifet; bann bcr a5crbo})})elung ber smei ^öd^ften ©teßen 
bie näd^fte ©teile anl^ängt, bie fo entftanbene ^a^ mit ber 3ten ^ttüe 
mutti|)Iicirt unb ba« ^robnct in bie 3te 3eile 2 ©teilen toelter rec^t« 
fefet, u. f. 10., enblid^ bie 3eiten colonnentoeife abbirt, g, SB. 
7486« =49.. 



14 


576.. 


148 


11904.. 


14% 


89796 



56040196 

®ie einzelnen 3eilen finb entftanben au« 7 . 1, 144 . 4, 1488 . 8, 
14966 . 6. 3n bem erften ^J^obuct bebeutet jeber gactor SCaufenbe, im 
jtoeiten ^robuct ^unberte, im britten ^robuct ^ti)ntt, u. f. f. üDal^cr 
bie obige 9?egel für bie Unterorbnung ber einjelnen 3cilen. !0a« Somma 
toirb hinter ba« Quabrat ber ©ner gefefet. 3. SB- 

30,0182 = 900,00 . . 0,02092 = 0,000400 . . 

60 6001.. 40 3681 

60 02 48022 4 0,00043681 

901,080324 
^a« abgetürgte 93erfa^ren, toeld^e« man beim Quabriren ungenauer 
^ecimalja^ten anjuioenben i^at, erl^f^Ut au« folgenben SBeif))ielen: 
28,3572 = 4,. 3,15806 2 = 9,.. 

62 61.. 

6 30 3125. 

6 316 5046 

38 



4 


384,.. 


566 


16 89 




2 83 




39 



804,11 9,97334 



V 
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3. beginnt bie ^a\)l mit bcr mteii ©tcKc bor bem Scmma, fo 
beginnt baö Quabrat mit ber (2m — l)tcn ober 2wten ©teüe bor bem 
S'omma. 

beginnt bie ^a^ mit ber mtem ©tette nadfr bem Äomma, fo be* 
ginnt baö Quabrat mit ber 2mten ober (2m — l)ten ©teüe nac^ bem 
Somma. 

3. ©. 5Daö Quabrat bon 3 Siaufenben f)at 9 aRiflfonen 

^ 3 Jaufenbteln - 9 SWifliontef 



§. 15. Duabrattöurjel einer ©ecimalja^I. 

1* Quabratmurjet einer ^af)i ift bie ^a^, bereu Quabrat 
ber gegebenen 3<i^t (JRabicanbu^) gteid^ ift. 3)te Quabratmurjel 
oon a loirb bejeid^net -/"a. 'Daö S^'ci^en •/ lourbc au« bem Slnfang^^ 
bud^ft aben t)on radix im 16ten Sa^r^f. gebitbet. gin ©trid^, ber bie 
gortfefeung be« SBurjetjcici&en« bitbet, erfefet bie Ätammem, in meldte 
man ben JRabicanbuö etnxufd&tiegen ^at, »enn er ein 5ßrobuct ober ein 
^ot^nomium ift. 

yv = a, y"«^ == a. 

y-49 = 7 »eil 7^ = 49. 
yo,09 = 0,3 toeit 0,32 = 0,09. 
/^"+T= /(« 4- ft). 

a. 3ft ber SRabicanbu« eine SJecimaljal^I unb beginnt er mit bcr 
(2m — l)ten ober 2mten Stelle bor bem Somma, fo beginnt bie Quabrat^ 
murjct mit ber mten ©teüe bor bem Somma (§. 14, 3). 

33cginnt ber SRabicanbu« mit ber (2m — l)ten ober 2mten ©teüe 
nad^ bem Somma, fo beginnt bie Ouabrattourjet mit ber mten Stelle 
na^ bem jtomma. 

y^38475 erl^ebt ftd& bi« in bie ^unberte, 
yo,007 * ^ ^ ^unbertet. 

»• Um bie Quabrattourjel einer Decimaljal^l ju bered^nen, j. ©. 
28573,84521 , tl^eilt man biefetbc bom Somma auf* unb abmärtö in 
Slbt^eitungen bon je jioei ©teilen: 

2 I 85 I 73,84 | 52 | 1 
unb erlennt (2), baß bie SBurjel fid^ in bie ^unberte ergebt, atfo ettoa 
a §unberte, h 3e^ner, c giner, d 3e^ntel, . . entl^ält. 3)ie einjetnen 
©teüen biefer unbeftimmten ©ecimaljal^l pnb ber SRei^e nad^ fo ju 
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beftfatmtett, ho% bie @tüde bed Ouabtatd berfelben (§. 14, 2) bon bem 
9tabtcanbud fubtral^irt Kehtfte ))ofttit>e 9lefte übrig (äffen. 

Btterp borf a« bie erfte abfi^eilung 2 nld^t flbcrfieifleu, bamlt ba« 
Ouabrat ber SSutiel ))om 9iabicanbu9 fubtral^tct tDerben lann. ^al^er 
a = 1. aßan fubtrol^irt a^, fägt bem 9le{t 1 bie n&äffu SbtJ^eilung 
85 ^inju unb bilbet bie SSerboppetung 2 ber erften aSBttrjeJfteHe. 

Semer m\x% 7^ loeniger ate 18 betragen. S)a^ h = IS : 2, 
loobon nid^t m^r a(d 6 brand^bar ift, u>eil fd^on 27 . 7 me^t al& 
185 beträgt. SWan fubtral^irt 26 . 6 bon 185, fügt bem {Reft 29 bie 
näd^fte Slbtl^eitung 73 J^inju unb bUbet bie 93erbop))etttng 32 ber 2 
erften Sßurselfteden. 

gemer muß 32c weniger att 297 betragen, ©al^er c = 297 : 32, 
loobon 9 }u nel^men. 3J2an fnbtral^irt 329. 9 bon 2973, fügt bem 
9left 12 bie nad^fte »btl^eilung 84 ^inju unb bilbet bie 93erbo))))eIung 
338 ber 3 erften SBurjelfteöcn. 

gerner mu^ 338c? toentger ate 128 betragen, ©a^er d = 12S i 
338, tDobon ju nel^men. Tlan brandet 3380 . o bon 1284 nid^t 
crft iu fubtral^iren, fügt aber bem SReft 1284 bie nad^fte »bt^eHung 52 
l^inju unb bitbet bie a5crbo|)petung 3380 ber 4 erften ©urjdfteflen, 
u. f. f. na6) fotgenbem ©df^ema: 



■/2|85|73,8415211 = 


169,007 . . 


1 


2 


185 


32 , 


156 


338 


29 73 


3380 


29 61 


33806 


12 8452 




10 1409 




2 704310 




2 3664 69 





337841.. 

Seim Slbbrud^ ber 9ied^nung toirb bie tefete ©teße ber SBurjel um 1 
erl^ö^t, toenn babei ein abfolut fleincrer SReft bleibt. Sm borftel^enben 
©eifpiet l^at bie lefete ©teile beffer 8 atö 7 (ginl&eiten. 

SBenn ber Siabicanbu« ein ed^ter ©ecimalbrud^ ift, fo l^at bie 
Quabrattpurjel Siner, bie 3^^«*^^ ^^^ SBurjel finb bie SBurjcl ber 
^unbertel bed JRabicanbu^; toenn bereu aud^ finb, fo finb bie $un* 
bertel ber SBurjel bie SBurjel bon ben 3^^«*^«^"^*^" ^^ JRabican* 
bu«, u. f. f. 
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0,1 = /0,10 = 0,316.. 


^0,00003 = 0,00547.. 


9 


62 


25 108 


100 




5.00 


61 




416 


3900 




8400 


3756 




7609 


144 




791.. 



ä, 9Jad^bem «ton m ©teöen ber SButjel (abgefei^eit »on öoraue» 
ge^enben 9Jutten) itxiäfntt ^at, finbet wott m — 1 6t8 m fotgenbe 
©teilen bcr SQJuvjet einfädlet, tnbem man ben 9Jeft burd^ bte bo^l^ette 
belannte ©uticl obgelütit blbibitt. 3. So. 

/30 = 5,17723 
25 10 

500 10 8 

416 1094 

8400 
7609 
791 
766 
~25 
22 
3 
gür 7910 : 1094 nintmt nton 791 : 109,* unb beied^net btefen Quotienten 
fo genau at« ntögOd^ nad^ ben Slegete ber abgelürjten 35iütfton. 

3ft a ber 3?abiconbu8 , b ber bered^nete Stilett »on ■/« unb r ber 

9te[t, ntiti^tn f^ -\- r = a, unb [efet man * + ^ fwic ^ie gefud^te 
Quobrottonrxel, fo ift ber begangene gel^Ier 

/, -4_ -^ _ / = (6 + r : 26) '' — a r^ 

■+"26 '^'^ 6 + r : 26 + ya "" 26(26'' + r- + 26y"a) 



26(6 + ya) 

8etfrlele ift 
mithin ber ge:^ter < 0,000 005. 



<(0- 



3n bem obigen S3ei[j)iele ift ^ nal^e = 0,007, 2b nal^e = 10, 
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104 SCttgemeine ^[tttl^mettl. 

§• 16. ße^rfd^c »on ben Duabrattt)urjeln. 

i^tU §§. 50. 51. 42. 43. 49. 55.) 

1* IDic Quabrattourjcl eine« ^robuct« ift ba« ^robuct ber 
XBurjcIn bon ben gactoren. 

©ctoei«. (Vay"ft)2 ift baö ?ßrobuct ber gactoren /a/6/a/6 
(§. 4) ober ber gactoren /aVa/ftys (§. 3, 3) b. i. ab, ber 5Rabi* 
canbu« (§. 15, 1). 

aOSe« 12 = 4 . 3, fo ift /12 = 2 V3 
aaSeit 63 = 9 • 7, fo ift /63 = 3 V7. 
SBeit 75 =25 . 3, fo ift /75 == 5/3, u. f. ti). 
2/7 = /4/7 = y"28, /3/5 = /15, /3/15 = S/ö. 

J)ie SBrüd&e -^ unb y- ? — t-- »erben einfad^er auÄgebrütft, 

ittbem man ben 5Renner nnb ben ^a^itt be« einen mit •/*, be« anbetn 
mit y* — -/c multij)licirt: 

ö ay"ft a a(yft-— V"c) 

76 T"' /6 + yc ~ V^^^c • 

2, ©ie Quabrattourjel eine« Srud^e« ift ber Quotient ber SQSuriel 
be« 3ä^fe^^ ^1^^^ *^iß SBurjel bed Siennerö. 

"a ya 

6" ~ y&* 

^etoeiö. (^^^J - YbYh~ VbYb~ b^ 
l/i_V5 /^_5 _ 1/15 _ 1/5 
r 4 ~ 2 ' y21 ~ F 21 F 7 • 
!j)ie Quabrattt)urjet eine« gemeinen JBruci^e« loirb am leid^teften 
l&ered^net, nad^bem man ben SSxndf in einen IDecimalbrud^ t>txtoan^ 
bett ^at: 



Vi 



V 



2 i/"2 

-. = y 0,666 . ., bequemer aW K-^. 



3)ie Ouabrattourjel eine« aügcmeinen SBrut^e« toirb am einfat^ften 
bargcftetlt, inbem man ben ©rud^ fo umformt, ba| ber 5Renncr ein 
Quabrat loirb: 

l/a _ |/a& _ ya6 i/^ _ |/21 __ y2il 

y b '^ y b'^~ 6 ' F 12 "" F 36 ~ 6 • 
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3. !3^te Ouabrattoutiel eine« ^ot^nomium tft boti bem ^{ggregat 
bet SBurjetn ber einjetnen ©lieber oerfd^ieben. 

ya — Yh< yT+T < y« + /*, 
»elt (/« — /6)» < a + 6 < (/a + Y^)\ (g« ift ober 

a(fo s. a 

yT+6 -f y^"^=r6 = y2ä'+ 2T7a2 — 62 

yr+T — y ^^^ = y2a - 2Yä^^W, 
iDoraue burci^ 9(bbition unb @ubtraction \o\%i: 



Va + d 

Vä. 



V' 






62 



2 ' r 2 



«eifpiet. Vs + 2 y 15 = /5 + /3 

a 8 «2 — 6» 4 

6 2/15 /a«— 6» 2 

o* 64 i(a + /) 5 

62 60 \(a — Y) 3 

$ie Quabrattourjet eines ^od^nomiunt lann gtiebtoeife nad^ ber 
ÜRetl^obe entwidelt toerben, toetd^e jur 93ere(j(inung ber iQuabratmurjet 
einer ©edmotjal^l Jiient (§, 15, 3. SSergt. §. 12, 4). 

4. iDie Ouabratwurgel einer flonjen Ba'&t Ip enttoeber flanj ober 
itrationat*) b. 1^. burci^ ^räd^e nic^t genau angebbar, aber begrenibac 
mit beliebig tteinem gebier. 

©etoei«. ffiäre /a = — , ein irrebncibter ©rud^ (§. 13, 3), 
fo toSre (— ) == ^ (§. 11, 5) = a (§. 15, l). «Run ift -, imbuctbet 

\ S / 8 S 

(§. 13^ 6), ntttl^in a teine ganje 3<^^t 8^9^^ ^i^ 93oraudfe^ung. ^Ifo 
lann ■/"« burci^ einen 33rud^ nid^t genau angegeben »erben, ^n jebcr 
toiUIürltd^ gemal^tten ganjen ^a\)l s tagt fid^ eine beftimmte ganje 3a^l 
r emiittetn, fo baß 

-<Ya< ^-. 



*) nloyog S^^riTog, surdus. 2>a« lefttcrc SBort, tocHcö Bei ?conarbo 1202 
ber abaci fol. 160) Dortommt unb no^ im ISten ^al^r^. gebrSud^Iid^ ift, )x>ax 
ranüfli^ bie Ueberfe^ung ber arabifd^en Ueberfe^una bc9 grie^ifd^cn jtunflmorted. 
t OTctionalität ift öou bev Ißj^ttagoreifc^cn Sd^ule bemerlt »orten unb bei $ lato 
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106 SClIdemehte 9[rtt^mettf. 



35aburd^ finbct man für Ya bcn aiäl^erung^tpcrtl^ - mit einem geißlet, 

fP . 

F' ber geringer ift atö — . 

'/' * 

f^. Slnmerfung. ©ic burd^ ©rüd&e genau angebbaren 3<i^fctt l^ei^en 

7,'. rational (^Vo'ff). 2)ie Duabrattourjet einer ganjen 3^^^ lann ein 

^)ertobifd^cr 3DecimaIbmd^ nid^t [ein, »eit beffen ffiertl^ rational ift. 

8. 3ebc Ouabrattouriel ift jtoeib cutig (bifonnis), b. 1^. il^r IBertl^ 
lann fonjol^I ^ofitib al« negatiD genommen »erben. SBenn b ein ©ert^ 
bon Ya ift, fo ift aud^ — h ein SBertl^ t)on /a, toeit (— by = b^ 
(§. 9, 2). 

Yi9 = + 7, Y^^ = + a. !Daö ©oppeljeid^en loirb nötl^ig, 
foBalb man ba« SBurieljeid^en nid^t mel^r fd^reibt. 5Da« ^robuct tjon 
SBurjeln /a Y^ ift Jtoeibeutig toie /öi (1), nur /a /a = Yä^ = ^ 
ift etnbeutig. ®ic ©umme ■/"« + ■/'fc ift bierbeutig. 

«* ©ie Ouabrattourjeln negatiber ^affkn flnb imaginär, b. 1^. 
fie fönnen burd{> 2KuIti))lication unb ©ibifion au« ber irrebudblen 
Y— 1 abgeleitet »erben, toeld^e bie po^itb>t ober negatit>e imaginäre 
gijt^eit genannt unb burd^ + i bejeid^net toirb*). 5«ad^ (1) fefet man 

Yxy = Y^ Vy öud^ in bem gaüe, bag a; unb y nid^t beibc pofitib 
finb, alfo 

/— 81 = + 9i, Y—W= ± ih, Y~^-^ = «yT:=^ 

©ie Cluabrattou^iet ber negatiben ginl^eit ift irreburibel, toeber 1, nod^ 
— 1, nod^ eine bon 1 ober — 1 berfd^iebene pofitibe ober negatibe 
3a^I, tpett bie Quabrate biefer '^oS^Xtn bon — 1 berfd^ieben flnb. 

2)ie auö 1 unb — 1 burd^ SIKuttipIication unb 2)ibifion abgelei^ 
tcten 3<t^Ien feigen reate 3^^^^" int ©egenfafe ju bcn (x^x^ /unb — « 
abgeleiteten imaginären 3^^'^«. !Die SReil^e ber realen unb bie JReil^e 
ber imaginären '^(x^m l^aben nur bie ?iuö gemein. 93ei ber nac^ (l) 



®egen|latib me^nfadjer ©etrad^tung. (Sine au8füHi<^e Slbjanbluna ü6cr ba« 3rra* 
ttonak liegt im lOten ^ud(^e ton (SucUb'd Elementen t)or. Sud biefer Duette 
hMtrben bie oBigen @ä^e i)on ben 2Bur}eIn abgeleitet. 

*) %\i intagtnäven ^<!x\i\v^ Jlnb fett ber Suftöfung ber cubifd^en unb Biquabra* 
tif(i^en ©Icit^utigen in SBetra^tung gejogen toorbcn. SSergt. Älüaet ntat^. S5B. I, 
p. 37 ff. "^w, nannte fte ,,unmögli$", tueit fie burij^ bie realen Sa^c« ni^t au8- 
gebrüdt toerbcn fönnen, gteici&toie man t)or ber (Sinfü^rung ber negativen So^^^J* 
©ifferenjcn mit iibertoiegenben ©ubtral^enben afö unmögti(3& (falsae) tetmaif. 3)ie 
Slusbrücfc reat, imaginär lommen guerft 6ei 2)e«carte« (Geom. El) t)or alsfwbi^ 
cate ber Surjeln öon ©tci^ungen. SDaö 3^t^en % ifl i)on ®au§ Disq. arithm. 337 
eingeführt worben. 
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§. 16. 2cl^tj% t)on ben Ottabrattöurjeln. 107 

gu üenid^tcnben aÄuItt))tication unb ©totfion imoginärer Bälgten ffat 

man ju beai^tcit, ba^ 





»5 := iH = » 


p = — 1 


i« = i4p = — 1 


|3 == t2e =: _ ,• 


r = ,'4,-3 ^ _ f 


,•4 == ,-2t2 = 1 


,8 = ,-4,-4 == 1 


mnad^ tft ferner 




i i 


£3 = — j 


1 t* 


.•2 = — 1 


1 «•* 

,•3 — ,-3 — 


t, tt. f. tD. 



7* S)ie 3^^ten, tDeId{>c btc gormet a: + W umfaßt, »cnn a? eine 
beliebige reate, y eine beliebige negatibe reale ^affl bebeutet, finb ©ino^ 
mten öon je einem realen unb einem imaginären ©liebe unb iDerben 
complefe B^^len genannt*). 3)ie comple^e gormel a-\-ib umfaßt 
c&t^äi^ten, fie enthält bie reale 3^^^ « ober bie imaginäre ^af)l ib, 
toenn ^ ober a berfd&minbet. Unter ber ©umme ober SJifferenj ber 
Sornjitefen a + ib unb c + id ift bie Somplejce a+c -{- i(b ± d) 
iu öerftel^en. ©ie ©tfferenj bon jtoei Somplefen berfd^toinbet nur bann, 
unb bie beiben Somplefen finb nur bann cinanber gfeid^, Joenn baö 
reale ©lieb ber einen bem realen ®licb ber anbern unb jugleid^ ba« 
imaginäre ®tieb ber einen bem imaginären ®lieb ber anbem gleid^ ift. 

9ltle 3<*^tcn werben jur Uebcrfid^t auf eine ßbenc fo gefefet, bag 
bie '»ßuncte (Oerter) ber realen ^affUn auf einer ©eraben liegen, bie 
■^uncte ber jjofittben ^affkn in ber einen 9fiici&tung bom 9lull})unct au«, 
bie ^unctc ber negatiben ^af)Un in ber entgegengefefeten SRid&tung, unb 
baß bie ^4?uncte berjenigen Somplejcen, toeld^e bad reale ©lieb a gemein 
^aben, auf einer anbern ©eraben liegen, meldte bie erfte ©erabe in 
bem ^uncte ber ^al^l a red^ttoinlelig burd^fd^neibet. ÜDie ^unctc ber 
imaginären ^af)Un befinben fid^ auf ber im S^nCpunct errid^teten 5Wor* 
male ber ©eraben, toelc^e bie ^uncte ber realen 3<^l&len entl^ält. 

©ie ©röße (abfotuter SBetrag, äRobul) ber Somj)le5en a + ib loirb 



*) S)ie com^teycn 3a^(en toaren, ti^Ux6) bereit« @uUr beren Sflul^tn bei t)ielen 
nterfu^uncjen gejeiät i)aitt, bo^ nte^r gebulbet geblieben al8 anerfannt, biö ©auß 
cn angentctnftcn begriff ber S^W Qtünbete unb tüx6f SSeranfci^auIt^ung fejlfieHte. 
y6it gel. 3(its. 1831, %pni 23. SSergl. Theor. resid. biq. 30, tt>o bie 2(u«brü(ie 
com^lejce ^a^i, ^oxm betfelben'' juerfl borfommeh. (£auci&l;j f^atte 1821 (Anal. 
Igebr. c. 7) bie gormein a 4- ^b, a — ib „conjugirt" unb bie ^ofitiöe Ouabrat* 
mi\t\ x%i%% ^tobuctö i^ren „äWobuluö'' genannt. 
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108 Sagememe ^ritl^mettf. 

burd^ i^ren Hbftanb Dom Sluöpunct angegeben, atfo mä) bem ^^tl^a^ 
goretfd^en @afe burd^ bie j)ofitibe Ouabrattüuräel bon a^ + 52 ^[^ 
Sompiejen a + ib, a — ih, — a + ib, — a — ib finb bon gteid^er 
®rö^e, ti)cl(^e fott)o^t bie ®r&§e bon a afö aui^ bie ®rß^e t)on ä über:^ 
trifft. 2luf einem um ben 5Ruü})unct befd^riebenen Äreie liegen unenblid^ 
t)iel Somj)(e5e gleid^en ©etrag«, barunter 2 reale unb 2 imaginäre. 3Die 
®rß|e ber ÜDifferenj c + td — (a + «ö) \>. l c — a ~\- i{d — b) 
ift bie §^})otenufe ber Satl^eten c — a unb c? — ö, ber Slbftanb beö 
^unctcö c + fd t)on bem $unct a -\- ib. 

S)ie SKuttipücation mit einer complejen ^a1)l befte^t an^ ben 2Ru{ti== 
})Iicationen mit i^ren ©liebern, fo ba§ 

(a 4" *^)(^ + *^ =: ac + tÄc + z'ac? — bd 
==: ac — bd -j- i(bc + ad), 

(a + ib)ia — ib) = a2 + fc2. 

!Die ßomjjfefen a + t6 unb a — ib, beren ©umme unb ^robuct 
real ift, l^eigen conjugirt; bie reate ^a^ a^ + b^, mldS^t burd^ 
a-^ib unb burd^ a — ib Üftitbax ift, ]^ei§t bie ^Ttorm ber conjugirten 
Som))tejen a -f ib unb a — ib, ba« Quabrat ii^re« äßobul. 33ie ©umme 
ber conjtugirten Somjjtejen 

(a 4- ejJ)(a + e2»)2 + (a — e^)(a — i6)2 
= 2aa2 — 4iSa6 — 2a62 _ 1 („2^2 __ 2(vj8fl5 _ «2^2) " 

= 1 j(«a — ßb)^ ~ («2 + ^2)J2| 

entptt ein j)ofitibe« unb ein negatibe« reales ®tieb. 

35ic 3?orm be« $robuct« comptejer ^a^^n ift baö ^robuct il^rer 
S^tormen, toül pq.pq' = pp'^qq'] in Der Sl^at ift für baö obige 
S3eift)iel 

(ac — bd)^ + (be + ad)^ = (a'-^ + b'^)(c'^ + ^2) 

üDie 3)i»ifion burd^ eine comj^lefc ^at)l tann in bie Sßuttiplication 
mit ber conjugirten ^af)l berwanbelt »erben, toenn man burd^ bie 91orm 
bibibirt, »cit 

1 a — ib 

'^+lb ~ ^+T2* 

S)ie })ofitibe Quabrattouriel einer compUicm 3a^I ift nad^ (3) 
ujeuii bie Quabratmurjeln j)Ofitib genommen n>erben. 
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©ie SKobuIn bcr Summe unb bcr SDiffercnj bon jtoci Somj)lej:cn 
a 4- ib unb c + ad ticgeu beibe itotfd^cu ber Diff ercuj unb ber ©ummc 
ber Süiobuln ber einjelnen Somt^Iejen. Denn 

(a ± c)2 + (6 + ^2 = «2 ^ 52 ^ c2 ^ ^2 + 2(ac + 6(0 

{ac + &e02 = (a2 + 52)(c2 _|_ ^2) _ (ß^ _ 2,^)2 

JDal^er Ctegt ac + 6d jmifd&en 

fotgtid^ liegt (a ± c)2 + (6 -j- (2)2 jtpijijjicn 

(-/^Hi-p _ yc2^d2)2 jjnt, (/a2 + 52 4. •/^r4:"d2)2. 

2lnmerlung. Ueberl^aupt »erben bie berfd^iebenen SBertl^e einer 
me^rbeutigen irrationalen gormet conjugirt genannt. Die rationale 
gormet, toetc^e burd^ eine gegebene irrationale gormel unb alle con* 
jugirten äßert^e berfelben unb nur burd^ biefe tl^eilbar ift, l^eißt bie 
Siloxm ber irrationalen gormel. 3» ®. « + "/^ unb a — Y^ 
finb coniugirte irrationale gormein, bereu 5Rorm a^ — x. SSergl. 
llgebra §. 10. 

§. 17. Sc^rfd^e »on ben ^otenjcit. 

i^tU §§. 86. 37. 38. 34. 35. 89.) 

!♦ Um ein ^robuct iu ^jotenjiren, l^at man jeben gactor beffel* 
ben in potenjiren: 

(a6)» = a"^ 6"^ 
Denn (a&)"> ift ba« ^robuct bon m gactoren ab (§. 4) in beliebiger 
Drbnung (§. 3, 3); alfo ba« ^robuct oon m gactoren a mit m gac« 
torcn b. 

Slnmerlung. ^iemad^ merben negatibe unb imaginäre ^a^m 
^jotenjirt. ©eil — a = (— l)a, fo ift (— a)« = (— 1)"^ a^. Die 
^otenjen bon — 1 finb 1 ober — 1, ie nad^bem ber ßfi^onent gerabe 
ober ungerabe (§. 9, 3). ebenfo l^at man (ta)" = ^ «"• 35ergl. 
§. 16, 6. 

2. Um einen ®rud^ ju ))oteniiren; l^at man ben ^affUx unb ben 
5Wenner beffelben ju j)otenjiren: 

\b) b^ 
Denn bie gefud^te ^otenj ift ba« ^robuct bon m gactoren j b. i. ba« 
^robuct Don m gactoren a bioibirt burd^ ba« ^robuct oon m gactoren b 

(§. llr 5). 
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3nöbefonbcre ift 



(!)■ 



3; Um eine ^otcnj ju potenjircn, l^at man ben ß^f^jonenten 
berfelben ju mu(tt^)Uciren: 

{a^y = a^c = (ßC)b 

©enn bie gefud^te ^otenj ift ba« $robuct öon c gactoren a^^ dfo öon 
&c gactorcn a, tpeit a^ ba« ^robuct bon ft gactoren a ift. (Sknfo ift 
{a^y> baö ^robuct bon ch (= ftc) gactoren a. 

©agegen bebeutet a^° eine ^otenj, beten ©ignanbuö a unb beten 
@jj)onent 6*^ ift. 

4* Um ^otenjen beffet6en Dignanbu« ju multi})liciten, l^at man 
ii^tc @j:t)onenten ju abbiten: 

$Denn bae gefud^te ^tobuct l^at w + n gactoten «. 

S* Um eine ^otenj butd^ eine ^otenj beffetten ©ignanbuö ju 
bibibiten, ^oX man ben Sfponenten bc« !Dit)ifot bon bem Sjponentcn 
be« 5Dibibenbuö ju fubttal^iten: 

«"^ «_« 1 






SBenn m > n, fo lann man ben ©ibibenbu« unb ben Dibifot butd^ 
a" bibibircn unb Bel^äft w — n gactoten a. SBenn w == n, fo ift 
bet Quotient 1. äßenn m < n, f o fann man ben I)ibibenbu« unb be« 
S)ii)ifot butd^ a*» bibibiten unb bel&ält im JDibibenbu^ 1 , im ©ibifor 
n — m gactoten a. 

6, 5Die ^otenj a«^-"^ toitb butd^ ben Quotienten a^ : a?" aud^ bann 
etllätt, toenn bet Sjponent nuti ob et negatit) ift. ^ietnad^ ift 

a» = a^'^ = a"^ : a"» = 1 

untct SSotauöfet}uug eine« enbtid^en ©ignanben a (§. 11, 8). Unb 

b. ^. um mit einet gauien 3*^1 X« jjotenjiten, lann man ben teci})toH 
!J)ignauben mit bet eutgegengefcfet gleichen ^a^ tjotenjiten. 

1. Die ®ä^e (1) bi« (5) übet bie SRed&nung mit ^otenjen gelt \ 
aud^ bann, loeun bie gf^joncnten neg at ib ftnb*). 

*) ®tc ctfte @^uv einer 9le(ä^nung mit (Sji^onentcn flnbct fidb in Slrd^imcbc ' 
-^afÄfxCrriq 10. SBevgl. 5ftefielmanii 3ltg. b. ©rieben p. 124. $rtcgatti)e (gjj^onentc i 
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.'^1 



§. 18. 2)ie SBurjcL 

(^eU §§. 41. 42. 43. 45. 46. 44. 47. 48.) 

!♦ ®te mit aaSurjet einer 3ö^f ift bte 3<^W/ toetd^c mit m (bem 
SBurjel^Sfponcntcn) J)0tenxirt bie gegebene ^al)l (ben Sßabican^ 
bus) giebt, [o ba^ 

äöurjel 3B. «jDon. = aeabicanbu«, /^"^ = a. 

J)er Sffiurjetefponcnt ipirb über ba« SBurjelseid^cn (§. 15, l) gefd^rie* 
ben*). 2)ie 2te SSSurjel l^ci^t Quabratourjel, ber ©urxetejponent 2 
löirb njcggelaffen; bie 3te SBurjet l^ei^t ßubilipurjel. 

/8 = 2, ipeit 2« = 8 
yiOOOO = 10, toeit 10* = 10000 

m m ' 

Ya"^ = a, y"a"^ = a^. 

Um bie 3te, 5te, . . SBurjct einer ©edmatjal^t ju bered^ncn, fann 
man »on ber SBetrad^tung ber 3ten, 5ten, . . ^otenj einer '^mmatia^i 
au«gel^en, unb äl^nßc!^ ipie in §. 14 unb 15 i^erfal^ren. 8eid)tere Wiittü 
jur grreic^ung biefe« ^md^ innerl^atb gegebener ötec^nungögvenjen 
bieten bie Sogaritl^men bar. 



'.P 



it in kmfclbcn ^totd @ttfcl (arithm. fol. 250) anactoenbct. ^od) meitcr gingen 
Stetoin 1585 (Älügcl mat^. 2Ö. I. p. 43) unb bie (Srftnber bct Sogaiittimcn. ä>cc 
mfaffcnberc Begriff ber 3Joteng ift befonber« toon Sfletoton auögcbilbet njorben. 
'^crgl. bcffcn 33tief für fietbnij 1676 3un. 13. 

*) Scfotibere ©urjehet^en (ommcn no^ im Stnfang be« 16ten ^afyx^, j. 33. ki 
^rifl. 9tubolff öor, »i^renb 3lnbere bereit« anfingen, ben ^j^Jönentcn neben ober 
nx bas äBurjeläei(3^en jn fefeen. 
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112 OTacmeine fTritl^mcti!. 

2, SBenn ber SBurjctefponent ein ^robuct r$ ift/ fo fann bte 
SBurjet rebucirt toerbcn, tnbcm man btc stt SBurjet bct rten SBurjel 
ober bie rU SBurjcI bcr «tcn SBurjel bc« 9tabicanbu« nimmt: 

8 r 

^enn nad^ §. 17, 3 ^at man 

4 6 3 15 5 3 * 

rs 8 r 8 

b. 1^. bie SOSurjct einer ^otenj bleibt nnberänbert, menn man beibe 
@fj)onenten burd^ biefelbc 3<^^t bioibirt ober mit berfetben ^oiS^i muUi* 
))tidrt. 

3. a3ie aOBnrjel eine« ^robuct« ift ba« ^robuct ber äBurjetn 
ber einietnen gactoren: 

m m m 

Yab « /a /ft. 
Denn nad^ §. 17, 1 ift 



/ m m \ m m 



4» !l)ie SBurjet eine« öruc^fe« ift ber Quotient ber SBurjet be« 
3äl^ter0 burd^ bie SBurjet be« Sienner«: 

m m 

m m 

®enn na* §. 17, 2 ift/^T = "^ = f . 

2ßan tann ben gegebenen üdm^ fo umformen , bag fein ^Rennet 
eine mte $otenj toitb, unb eil^äft 

tn W ^ ^ ^ 

V b ~V v^ ~ b'Vi~Y^~^' 

m m 

ein Srud^ mit bem 5Renner Y^ + V<^ '<^wn ben iWenncr ft — c 
ober 6 + c ermatten, ie nac^fbera w gerabe ober ungerabe ift (§. 12, 5). 
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§. 18. 2>ic SBurgel. 113 

aBcnn r unb ä xtiaüt>t ^rirnja^Ien, oc unb 3^ aber fold^e 3a^(en 
finb, ba§ rx — sy = 1, fo f)at man 

5* !Dte witc SBurjct einer nten ^otenj fann rebucirt loerben, 
inbcm man bic mte SBuxjel be« ©ignanben mit n potenjirt, ober inbeni 
man bcn ßf|)onenten ber $otenj burd^ ben Sfponenten ber SBur^cI 
bibibirt: 

m m 1 ^ £ 

Denn nad^ §. 17, 3 ift 

Unb unter ber SSorauöfefcung, Da^ w in n aufgellt, ift 

(«")■■ 



n 



6* !Die ^otenj a™ toirb bnrd^ bie Saäurjet Va"^ aud^ bann erffärt, 
tpenn ber Sjcjjonent gebrochen ift, alfo m in n nid^t aufgebt. 
f)iernad^ lann man bie frühem ©äfee bon ben ^otenjen mit ganjen 
Opponenten (§. 17) aud^ für ^otenjen mit gebrod^enen ©jcponenten aiif^ 
fteUen, unb fomit bie biöl^erigen ©ä^e bon ben SBurjeln a(^ befonfcere 
'Satte iener ©ä^e bon ben ^otenjen nad^toeifen *). 

SBenn m unb n burd^ c tl^eilbar finb, fo ift 

n n : c m m : c 

a«n = a^^ übereinftimmenb mit Y^ = Y<^'' '• ° 

- I- - 

fficnn n = mq -{- r, fo ift cT = a "^ = a^ a" übereinftim^ 



menb mit "/o^^ = "/"a"»^ ar - Ya'^'i Y^^ = ^"^ V^- gerner ift 
{abf ^ c^ 6"" Übereinftimmenb mit y ah - Y^'V^ 

— — — ™A m m 

(a : 6f = a"^ : 6" übereinftimmenb mit 1/ | = /a : /6 

U^/^ = a^ übereinftimmenb mit l/^/a = 7« 

•) 2)ic SDßuneln finb al« ^otcnjcn mit gcBrod^cncu (Syponcntcn öon <Stetoiu 
"" n aufg ' " 



' Sietoton aufgefaßt »orben. S3crgt. §. 17, 7. 
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1 1_ n-m m n mn mn 

a"» a' » = a"^ übereinftittimenb mit VaYa'^ = /«" "/ö-^ 



2lnntcrlung. !Dic SBurjetn Don B^^ten über 1 betragen mel^r 
dö 1, bte SBurjetn ijon 3^^^^^ "^^^^ 1 betragen mentger aCö 1. ®ie 
2tc, 3te, 4te, . . SOSurjet einer 3<i^I ü^^^ «^^^^^ ""^^i'^ ^ bitten eine biö 
ju 1 fatlenbc ober fteigenbe Sieil^e, meil 

n n+1 »(iH-l) ii(ii+l)_ n(n+l)_ 

Ya : Ya = Va^+i : V^a'» = Ya 

m m 

3n ber Z^t, bei i^inreid^enb großem m tft y^c — i unb 1 -— y^d 

m i_ 

beliebig Hein (§. 12, 6), atfo V"a b. i. a"^ öon 1 ober a^ nid^t be^ 

träd^ttid^ t)erf(i^icben. 

7. 2)ie SQSurjctn ganjer S^afjkn finb entmeber ganj ober irrational 
(§. 16, 4). äBäre -/"a ein trrebudbter SÖrud^ —, fo toäre — ) = — = a. 

«in 

SBeil - irrebudbel ift (§. 13, 6), fo »ürbe a feine ganje 3a^l fein 



gegen bie ©orau^feftung. 2ltfo lann /"a burci^ einen ©ruc^ nid^t genau 
angegeben »erben. 

8* Sie wte SBurjel einer realen ober imaginären ^af)l (§. 16, 6) 
ift baö ^robuct einer poptitjen 3«^! mit bcr mten äöurjel ber ^jofitiuen 
ober negatiben realen ober imaginären Sinl^eit. 3laä} (3) fefet man 
unter ber SBebingung a = 6*" 

m m m iii _ 

V±a= bV± 1, /+ ia = bV±Z 
5Die SSSurjeln bcr »erfd^iebenen ßinl^eiten finb me^rbeuttg *) unb faßen 
mit ben SBurjetn ber ©leid^ung a;*" — 1 — jufantnien. SSergJ. 
mgtira §. 10. 

m 

3u ben SBertl^en t>on yi gci^iJrt 1 unbebingt, toeit i«» = i; 
— 1, loenn m gerabe, toeit (— 1)"* in bicfcm gälte 1 ift; + i, toenn 



*) 3)ic SKe^rl^cit bcr SButjeln einer ©Icid^una touvbc hmüi^tx crfannt, na($be 
bie HufJiJfung ber cuBtWcn unb biquabratif^en ©lei^utigen gelungen max. SSetj 
©cscartc« G^om. III. ®te mten Sßurjcln öon 1 unb '— 1 merben juerfl 
(SoteS* 2^1^corcm (Harm. mens. 1722. p. 114) angetroffen, tüclc^eS bie gactoren »c 
x2m _ 1 gcometrif^ (goniomctrifti^) angtebt. ©ctt fdS^toieriger toax bie alaebraifd{ 
Stuflöfuug ber ®U\ä)unQ a?m — i =« o, tottäft bon S5anbermonbe (Mem. d 
Paris 1771. Rlsol. des ^quat.) geförbert nnb bon ©auß Disq. arithm. VI 
SSBerfc 11 p. 243) öoHBracä^t tt)urbe. ^ergl. ßagrangc Trait^ des ^uat. Notel-- 



Digitized by VjOOQ IC 



s 

--:% 



§. 18. SDic SBurxcr. 115 

4 jn m aufgellt, tocif (+ 0™ in btcfcnt gatte 1 tft. !J)ie SScrtl^c Don 

m .__ 2m 

y __ 1 befinbcn \\6f unter bcn 35Jertl^cn bon y^l, n)eit 

^^ 2in / '^ m\2 

m 4m 

!Die aSBcrti^c ijon V±~i bcfinbcn fid^ unter ben SBert^en bon Vi , toeil 

v±T = (v"± ^^' = (± i)' = 1. 

auö einem S33ert^ bon /l jtnbet man mä) §. 16, 7 SSSert^e bon 

2m 4m 

/! = /-! = y±i = ± /i + «■ /i 

ttinbeutifl, bie ü6rtflen ©ertl^e finb — i, «, — 1 , 1. 

3 3 

Um bie SBcrtl^e bon V"! ju finben, fefee man ^'1 = ^7, fotfllid^ 

^3—1=0. 5«un ift a:3 — 1 = (a- — i)(a:2 + ^^ + 1). 3nbem 

man f omol^t a? — i afö aud^ 0^2 + a? + i ber. 5Wuü gleid^fefet, erhält 

3 
maa für a? = yi au^er 1 bie ©crtl^e 

gür yi finbet man au« a;^ — 1 = (a? — \)(x^ ^ ^^ -[- x^ 
+ ar + 1) = 0, atfo au« ben ©teid^ungcn 

.-1=0, (.^ + 1,) + (. + I) + 1 = 
Mit pife ber ©ul&ftituHon x + — = u, x^ -\- - =u^ — 2, ouger 

a? a? 

1 bie SJertl^c 



-i(/5 + l) — l«yiÖ=^2V"5 i(V5— 1)— iiYlO+275. 

9^ Unter ben SBertl^en ber mten SBurjel einer Sinl^eit fi5nnen 

fold^e borlommen, weld^e SBurjetn berfelben ßin^eit bon geringerem 

6 9 
@?l)oncnten finb; j. 33. ju bcn SBertl^en bon Vi, Vi, . . gel^ören bie 

ettl^e bon Yh ö)eit y\ =1^ = 1 ift. 5Die (comi>tefe) ^at^i « 

6t eine eigenttid^e (primitioe) mte SBurjet einer ©nl^eit, »enn fie 

^t iugteid(^ eine S93urget berfetben ginl^eit bon geringerem gfponenten 

fo bag «^ ben {Rabicanben nur bonn giebt, »enn m in k aufgellt*). 



*) S)ic 33encnnung „^rhnitiöc Söurjet" ifl au% ber 2:^0Tic ber Jpotcitjen*9leflc 
lUr 1773 Nov. Comm. Petrop. 18 p. 89. SJcrgl. ©außDisquis. arithm. 57) 

8* 
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a"^ a » = a*""^ übetcinftimmcnb mit VaYa'^ = VaJ^ t/o-^ 

mn mn 

Sinnt crlu Hfl. 2)ic SBnrjctn i)cn B^^t^^ ö^^^ 1 betragen mc^r 
atö 1, bie SBnrjdn bon ^oü^Un nntcr 1 betragen »enlgcr atö 1. ®ie 
2tc, 3te, 4te, . . SBnrjcI einer "^a^ über ober unter 1 bitben eine bi« 
ju 1 fatlenbe ober fteigenbe Sieil^e, loeil 

n nfl n(n+l) n(n+l)_ »(»«L 

m m 

3n ber %^ai, bei i^inreid^enb großem m ift V"c — l unb 1 — /d 

m J_ 

beliebig Hein (§. 12, 6), atfo /a b. i. a^ öon 1 ober a« nidjt be^ 
tröd^tlid^ t)erfci^ieben. 

7. 2)ie SOSurjetn ganjer B^^lcw finb enttoeber ganj ober inational 
(§. 16, 4). SBäre /a ein irrebucibler ©rud^ -, fo loarc ('-r= ^=a. 

SBeil ^ irrebucibel ift (§. 13, 6), fo loürbe a Um ganjc äal^t fein 

m 

gegen bie 93orandfe^ung. 9llfo tann Y^ ^^^^ einen f&xndf nid^t genau 
angegeben merben. 

8* Sie wte SBurjet einer realen ober imaginären 3a^l (§. 16, 6) 
ift baö ^robuct einer jjoptitjen 3ö^f mit ber mkn SSSurjel ber j)ofitii)en 
ober negatiben realen ober imaginären Sinl^eit. 3laäf (3) fefet man 
unter ber öebingung a = 6"» 

m m m m^ 

V±a = bV±T, V±l^ = bV±T 
35le SBurjetn ber »erfd^iebenen ßinl^eiten finb mel^rbcutia*) unb fallen 
mit ben SBurjetn ber ©leic^ung a^ — 1 = jafammen. äßergl. 
mitixa §. 10. 

m 

3u ben SBert^en t>on -/"l ge^i5rt 1 unbebingt, loeil 1»» = 1; 
— 1, ttjenn m gerabe, toeit (— 1)"* in biefem gaüe 1 ift; + i, tomt 



*) 2)tc Wlti)x\)tit ber SButjcIn einer ©leid^una tourbe beutltdjer erlannt, na^bcm 
bie 9Cuf[6{ung ber cuBifd^en unb biquabratif^en ©lei^ungen gelungen xoax. SSer^t 
S)e «carte« Geom. III. 2)te mten Sßurjeln J)on 1 unb — 1 »erben juerfl tn 
(5ote«* 2:i^eorem (Harm. mens. 1722. p. 114) angetroffen, toelcä^e« bie gactoren t»n 
a;2m _ 1 Qiomiixi\ä) (goniometrifti^) angiebt. Sßett fdS^icieriger toar bie otgebraifAe 
Sluflöjung ber ®U\6)nr\Q arm — l =« o, mtä^t toon S5anbernionbe (M^m. de 
Paris 1771. Eesol. des ^quat.) gefifrbert nnb Don @au6 Disq. arithm. YII. 
Sßerfe II p. 243) tooUBracä^t tt)urbe. Siergl Sag ränge Traitö des ^uat. Note 14. 
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4 in m aufgellt, tocif (+ if in biefem gatte 1 ift. 35ie SBcrtl^c ßon 

m 2m 

y __ 1 befinbcn fid(^ unter ben 35Jertl^en bon -/l, toeit 

^^ 2in (^ m\2 

m 4m 

!Dic SBcrti^e bon V±~i befinbcn fid^ unter bcn SBert^en bon Vi, m\i 
y+-^ = (y-£r)^ = (+ t)4 = 1. 
auö einem SBert^ bon V"! jtnbet man nad^ §. 16, 7 SSSert^c t)ün 

2m 4m 

■ Vi = /- 1 = V±i == ± Vi + «■ /i 
»letbeuttg, We übrigen fflSert^e finb — «, «, — 1 , 1- 

3 3 

Um bie SBertl^e bon Y\ ya finben, fefee man /l = ^, fofßüd; 
a^^ — 1 = 0. 5«un ift a?3 — 1 = (a- — l)(ar2 + a: + 1). 3nbcin 
man fotool^t a? — i ate aud(^ ^»2 + a? + i ber. 5Wuü gleid^fefet, eri;ii(t 

3 

man für x = y"i auger 1 bie ©crtl^e 

pr Vi flnbet man au« x^ — \ = {x — \){x^ + x^ + x^ 
+ ar + 1) = 0, alfo au« ben ©teid^ungen 

.-1=0, (.^ + 1^) + (. + I) + 1 =, 

alt $ülfe ber ©ubftiturion x ■\- — = «, x« + - = «^ — 2, oufer 
1 bie aaSertl^e 



-KV5 + l) + iYlO~2V5 i(/5-l) + itYlO + 2V5_ 
-i(/5 + l)~ltyTF^2i/*5 i(V"5— 1)— iiYlO+2/5. 

9^ Unter ben SBertl^en ber mten SBurjet einer Sinl^eit Ißnnen 

fold^e borlommen, toetd^e SBurjeln berfetben ©nl^eit bon flcringerem 

6 9 
6jf^)onenten finb; j. 33. ju ben SBertl^en bon y^l, V"l, . . gel^ören bie 

3 ^ 3k 

f^ertl^e bon V"l, toeil VT = 1^ = 1 ift. 5Die (comi>tefe) ^al&t « 
\ Igt eine eigenttid^e (primitive) mte ©urjel einer ©nl^eit, »enn fic 
i %i iugleid(^ eine SQSurjet berfetben ginl^eit Don geringerem gfponeuten 
i :, fo bag «^ ben {Rabicanben nur bann giebt, n)enn m in fc aufgellt*). 



*) 2)tc S3enennung „^rtmitiöc Söurjet" ifl wx% ber S^^oric ber *potcitxcn=^9kfte 
( 'ttUr 1773 Nov. Conmi. Petrop. 18 p. 89. SJcrgl. ©außDisquis. arithm, 57) 

8* 
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I. mm « eine mtz S33urgel öon 1 unb k eine beliebige ganje 
3a^I ift, fo ift anä) a^ eine mit SäJurjet t)on 1, unb a«^+^ bon «^ nid^t 
t)erf(^ieben. !Denn («i^r -= («"') = l'^ = 1, «"'''^ = ««^«^ = «K 

II. SBenn Je jjrim ju m ift, fo ift eine bon 1 i?erf*iebene fcte 
SBurjet bon 1 nic^t gugleid^ eine mte SBurjet bon 1. Man UM bon 
k mä) bem aÄobuI m ben SReft p, ferner oon m nac^ ^ ben gfleft q, 
^on p na^ ^ ben $Reft r, u. f. n?. Die Steige biefer JRefte ge^t m 
auf 1 ^erab, toeit k jjrim ju ^ (§. 13, 3). (Sine t)on 1 tjerfd^iebene 
Ä;te SBuriet ^on 1 toirb burd^ a bejeid^net, fo ba§ «^ = 1. SBäre nun 
pgteic^ a°^ = 1, fo »äre aud^ a» = 1, toeit 

(Sbenfo toürbe man fd^tiegcn, ba§ «** == 1, «' = 1, u. f. to., ba§ 
enbti^^ « = 1. üDieg ift gegen bie SSorauöfefeung , atfo fann «"" nic|t 
1 fein. 

III. Sfficnn a eine eigenttid^e mte ©urjet bon 1 ift, fo ftnb cc, cc\ a^^ 
. ., ß"^ t)on einanber Derfd^ieben. ©efe^t, «' unb «^ mären etnanbcr 
gteic^, loobei r unb 5 3Ä^fen ber Sieil^e 1, 2, . ., w bebeuten, fo loart 
«r : ßS = a'-s = 1 ^ mitl^in « leine cigentlidöe wte SBurjet bon 1. 
Sllfo finb a' unb «^ berfd^ieben. 

IV. SBenn « eine cigentlid^e mte SBurjel ijon 1 unb fc pxim ju 
m ift, fo ift auc^ «^ eine eigenttid^e mte S33urjet bon 1. 2)enn (a^^ = 
a^^ ift nur bann 1, menn m in kx aufgellt. 9lun ift fc jjrim ju w, 
alfo fca? nur bann burd^ m tl^eitbar, menn m in x aufgellt (§. 13, 4). 

V. S33enn a unb ß eigentlid^e mte unb wte SBurjeln bon 1 finb, 
unb m ^)rim ju n, fo ift aß eine eigenttid^e wnte SBurjet bon 1 b. 1^. 
{aßy nur bann l, loenn x burd^ mn t^eilbar ift. 3ft x burd^ m tfftitbat 
unb burd^ n nid^t tl^eilbar, fo ift «^ = 1, ß^ Don 1 berfd^ieben, alfo 
(aß)"" mä)t 1. 3ft X toeber burd^ m nod^ burd^ n tl^eilbar, fo ftnb 
«^ unb (3^ = 1 : /3^"^ bon 1 berfd^ieben. 5Kun ift «^ eine wte SBurjcl 
üDU 1, unb (3^-^^ eine nte SBurjel bon 1, atfo «^ bon j3^-^ bcrfdSfieben 
(II), fotgti^ «^ : /3^-^ -- «^/^^ = («/^^ nici&t 1. 

3. ©. SäJenn a eine eigentfid^e mte SBurjet bon 1 unb m ungerabe 
ift, fo ift — a eine eigenttid^e 2mte Surjcl bon 1, ia eine cigcnttid^e 
4?rtte SBurjet öon 1. Unb toenn m burdff 3 nic^t tl^eilbar ift, fo ift 
|(— 1 + iv^3)a eine eigentliche 3mtc äöurjel bon 1, u. f. tt). 



iifeevtraacn toon äWcier $irjd^ algcbr. ©Uid^utigen 1809 §. 88. 3ur »crjlltui 
toou SD^ißtoerjiänbmffcu ^at ©aug (SBerfe 11, p. 243) ben 2lu«bru(f etöcntlid^c (pr- 
pria) Söurjcl getüä^jU. 2)ie folgenben @ät}e grünben ftd^ auf bic S3cmcrfunflt 
@ukr'« (1741 Comm. Petrop. 13 p. 50) unb ^agrange'S (Mem. de Berü 
I77Ü Retiexions 24. Trait6 des equat. Note 13). 
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§. 19- Der 8ogarit^mu8. 

(^tU §§. 56. 57.) 

!♦ ©er ö^fiogaritl^muö ciuer 3^^! ift bic 3^^!^ «^it meld^er 
a (bie S5aft«) potenjirt bie ^aS)l (ben SWumeru«) gicbt, fo ba§ 
Saft« ««»öartt^tnus = sRunteru«. 

Die ©apö toirb atö pofitb real unb bon 1 t^erfd^icben borau^flcfetjt. 
3cbe pofitibe ^af)l x fann afö eine ?ßotenj ber ©afi« a bor^efteüt 
toerbcn, ber erforberttd^e (Sfponent ift ber a^Soßaritl^mu« bcr '^oS^i x 
unb toirb burd^ *log a? bejcid^net. 

2iog 32 = 5, toeit 2^ = 32. 

»log 9 = 2, toeit 3^ = 9. 

i<>log 10000 = 4, toeil 10^ = iOOOO. 

^log yfj = — 3, meil 5-3 = ^. 
*log flf"^ = m, *log I = 0. 
SBSenn bie Safi« a > l, fo finb bie gogaritl^mcn ber Säumern 
Jber 1 J)cfitib, ber 5Kumern unter 1 negattb, *log oo = oo, ^log o 
= — 00 (§. 17, 6. §. 11, 8). aaSenn bie S3aft« a < 1, fo finb bie 
Sogarttl^men ber 9iumern über 1 negativ, ber Säumern unter 1 ^jofitib, 
»log 00= — oo, »log = 00. ÜDie Sogaritl^men negatiber 9Jumeru 
finb nid^t real. SBenn ber 5Wunteru« feine "ißoteni ber ©afi« ift, fo 
fonn man bie Söurjeln ber S5afid ju §ütfe nel^men, um ben 8ogarit^* 
mu^ ju begrenjcn (§. 20, 3). 

3* 9?ad^bem bie 3^^^^" * ^"^ ^ ^^6 ^otenjcn ber Safiö a mit 
5)ülfe il^rer a*8ogaritl^men ß unb y bargeftettt toorben finb, 

b =s a^ ^ c = a^ , 
fo lann c fofort atö ^oteng ber Öafiö b bargeftettt unb ber ö^Soga^^ 
rtt^mu« bon c angegeben toerben, toeit nad^ §. 18, 6 

1 _r 

a =^ h^ f c = a^ = h^ 
b. % bcr 6^8ogarit]^mu« bon c ift bcr Ouotient bc« a^gogaritl^muö bon 
c burd^ ben a^Sogaritl^mu« ber S3afi« hi 

^ ■" »log h 

3* !l)er Inbegriff ber gogaritl^men aller 3^^^^^ fö^ ^i"^ beftiinmte 
öafiö l^cigt ein Sogaritl^mcnf^ftem. 2lu6 einem 8ogarit^men|t;ftcm 
fann man iebe« anbere Sogarttl^menf^ftem ableiten, inbem man jefeen 
Sogaritl^mu« be6 gegebenen ®^ftem6 burd^ ben gogaritl^mu^ ber 93afiö 
bed anbern ©^ftemö biüibirt (2). 3* ®- ^^^ 2 :* gogaritl^men werben 
erhalten, toenn man bie lO^Sogaritl^mcn burd^ ^"log 2 bibibirt. 
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118 2(ttgcmcluc Iritl&metif. 

S3ei bem gemeinen 9tcd^ncn ipcrben bie lO^Sogaritl^men gebraucht, 
metd^e bes^db gemeine Sogaritl^men (vulgares, Briggiani, becabifc^e) 
l^eigen. Set i^rer Sejeid^nung toirb bie SSafiö toeggetaffett. 

3n bcr ttiat^ematifd^en Slnal^ftö lommen nur bie natürUc^en 
Jßogartt^men (naturales, Neperiani, hyperbolici) in S3ctrad^t, beten 
Safts bie irrationale 3<i^I 

^ = 2 + Ä + ilrs + 172374 +.•• = 2,7 1828 . . 

ift; fo genannt, tt)ei{ fic birect (oi^nc SSegrenjungen) fid^ bered^nen taffen. 
ajergt. §. 32. 5)ie ©eieid^nungen 

^log X, log. nat. X, In ar, lg a?, 1 o? 

brüden fämmtlt^ ben natürtid^en Sogaritl^mn« bon x an^. Sitte anbetn 
Logarithmen, j. 39. bie gemeinen, »erben lünfttid^e gogaritl^men 
(artificiosi) genannt, Weil (2) 
.,, lüg. nat. X . , log. nat, x . ^ ^ .«io 

''log X = -^ , log. VUlg. X = ^ -— rpr = 1 07 X 0,4343 

log. nat. a ^ ° log. nat. 10 

©er reciprofe natürtid^e Sogaritl^mu« ber SBafi«, mit iDcId^cm bie 
natürlid^en Sogaritl^men mnttipticirt njcrbcn muffen, um lünfttid^e fioga* 
rit^men ^u ttjerben, l^eigt ber aÄobutu« be« fänftlid^en ©Aftern,«*). 
Unter SSoranöfcfeung gemeiner gogaritl^men ift bagegen 

log. nat. X = ^^ = log a? X 2,3026 

4. 2>er Sogaritl^mu« cined $robuct6 ift bie ®ummc ber ßoga- 
ritl^men ber etnjetnen gactoren. gür bie 95aft^ a ift 

log (ary) = log a? + log y , 
toeif a>«& ^ + log y = a^og x «log j :=, xy (§. 18, 6). 

Slnmerfung. ©eil x = x.\, — - o; = a?(— l), fo ift unter 
ber SBorauöfe^ung a^ = x 

log a; == ^r -f log 1, log {— x) = z + log (— 1), 
log {ix) = z -{- log i, 

*) 2)ie l*ogarit^)men (numeri rationem exponentes s. rationnm compositarum) 
fuib crfunben uub benannt toon iÄe^)cr (SÜorb 3o]^n iÄa^)ier), bcr in Mirifici loga- 
rithmorum canonis descriptio 1614 bie natürft(]^en Logarithmen ber <^inuS nnb 
2;augentcu nütt^eiUe. S)a« gemeine Sogaritl^menf^fiem tourbe öon 33rtgg« 1618 
eingeführt. Unabhängig toon ben englifd^en ©rfinbmigen l^at S3j^rg ein !ttn(ili(^e« 
Sogarit^menf Aftern confirmrt (^rit^m. nnb geometr. ^rogre6=5:abuIn, «präg 1620), tnbem 
er bie ^^Jotenjen ber S3af!g 1,0001 bered^nete. ^i?rg*8 2:abeßen entptelten neben ben 
einzelnen ^ÜDgatit^men bie baju gebörigen 9fiumern, nnb »aven mitbin ein Canon 
antilogarithmicus nari) einem toon SßaUi« (Algebra c. 12) gebrauchten Kufibrucf. 
5BcrgI. ©ieötüalb iilJer 35l?rg im ©anjtger ©dS^ut^rogramm 1856. 2)ie Ctuabrotur 
^^^setBolifd^er ©cctoren nnb Segmente mittelfl ber natürftd^en fiogaritbmen tourbe 
1668 Don mt. SWercator unb toon 3ac. ©regor^ gelebrt. SSergr. Älüget mat(>. 
äß. m. p. 531 ff. ®er Silami „SWobuIu« eine« fünpitd^en ?ogaritbmettf#em«" ip 
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3)abon l^at log 1 ben realen SBertl^ 0, toä^renb log (— l) unb log t 
reafe SSBertl^e nid^t l^abcn, 3ft aber « ein (imaginärer) SQSertl^ bon log i 
b. 1^. a« = i, fo ift 2« ein SBertl^ bon log (— 1), 3« ein SBert^ bon 
Jog (— / 4a ein SBertl^ bon log 1 , u. f. to. 3)ie gogaritl^men finb 

unenbltc^beittig. 

5. 2)er Sogarit^mu« eine« SBrud^e« ift bie SDifferenj be« 8oga^ 
rit^mu« bes 3ä]^ter« unb beö l^ogarit^muö be« 9lenner«. gür bie 
Safi^ a ift 

^^S — = log a; — log y, 

»eil a^'^S X - log y --. ^log X i fllog y _- aj . y 

35ie Logarithmen rectj3ro!er Saluten finb entgegengefefet gleid^: 
log = — log x, ttjeit log 1 = 0. 

«. 3)er Sogarit^mu« einer ^otenj (im loeitern Sinne) ift ba« 
^robuct bee J^ogaritl^mn« beö ^i^nanben mit bem e5t)onenten. gür 
bie SBafie a ift 

log £c°^ = w log a?, 
\Dcit a^ ***^ ^ = (a^^^ ^)^ = ic™. 

log x^ ==z d log a:, log a?"* = — 4 log a? 

log y x^ = log a:^ = f log a? 

§, 20. 2)ie gemeinen Sogaritl^men ber 
2)ecimalja()Ien. 

(i&eid §. 58.) 

1, 3)er gemeine Sogaritl^muö einer SDecimaljal^t beftel^t aa^ einer 
ol^ne SRed^nung fofort angebbaren pofitiben ober negatiben ganjeu ^a% 
meiere bie Seunjiffer ober Sl^arafterifti! beö gogaritl^mu« l^eigt, unb 
aus einem ed^ten Decimalbrud^e, ber bie 9K an tiffe be« Sogaritl^muö 

(mantissa = ^VlQdit) f)ti^t 

a. Set pofitiber SIÄantiffe l^at bie Sennjiffer fo \)iel pofitibe 
Sinl^citen, al« ber 5Kumeruö ©ecimatfteüen über ben Sinern l^at, ober 
fobiet negatit)e einleiten, ate ber 9iumern« Slntlen bor ber ^ßd;ften 
ÜDecimalfteüe l^at. 



i)on SoteS Philos. Trans. 1714 p. 6 jucrji öebrau(i(>t iDorben. 2)te jetjt übltd^e 
2)arflettunö ber Seigre bon ben Sogaritl^mcu f^eint bitrd^ ^uUr 1748 (Introd. I. 
§. 102 ff.) begrünbet »orben ju fein. . 
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120 Mgcmcinc Wnt^mctxl. 

Numenis | Logarithmus 



1000 


3 


100 


2 


10 


1 


1 





0,1 


- 1 


0,01 


— 2 


0,001 


— 3 



!3Da 185,7 xtoifd^cn 100 unb 1000 liegt, fo befielt log 185,7 au« 
bcr Äennjtffer 2 unb einer j)ofitiben 9Jiantiffe. 

'Da 0,0346 jmifd^en 0,01 unb 0,1 (icgt, fo befielt log 0,0346 am 
bct Sennjiffer — 2 unb einer pofitiijcn aJiantiffe (ober aud^ aus ber 
^enngiffer — - 1 unb einer negatiben SWantiffe). 2)ie negative tennjiffer 
tt)irb nad^ ber pofitiben 5IWantiffe gefd^rieben, j. ©. 

0, ... — 2 - 1, ... — 3 = •. = 8, ... — 10. 

b, Umgefel^rt [daließt man au^ ber Äennjiffer be« ^ogaritl^muö, 
bi« ju toeld^er j)ecimalftette ber 5Kumern« fid^ ergebt 

äöenn log a? = 3, . . ., fo tft a? = ....,.. b. :^. x ^ai 
3 3)ecimalftetten über bcn ginern. SJenn log x - 0, . . ., fo ift 

3Benn log a? = 0, . . . — 1, fo ift o: = O, . . b. 1^. a? beginnt 
mit 3e^ntetn. SSäemi log a; = o, . . . — 4, fo ift x = 0,000 . . 
unb beginnt mit 3^^w^<iwf^i^^tetn. 

2* !l)ie gogaritl^men bon jmei 3^^ten, bereu aSerl^äftnig eine 
?ßotenj J)on 10 mit einem ganjen pofitiben ober negativen (g|:|)onenten 
ift, l^aben einerlei pofitibe aWantiffen unb unterfd^eiben fid^ nur burd^ 
bie tennjiffem, j. 39. 
log 132500, log 1325, log 13,25, log 0,1325, log 0,001325, . . 

SBetoei«. log x unb log (a:. 10^) = log :r + ä- (§. 19) laben 
biefelbe pofitioe Söiantiffe, wenn h eine ganje ))ofitioe ober uegatiue ^a^ 
ift, meit burd^ bie ganje ^a^ k nur bie Äennäiffer öeränbert mirb. 

tl* !J)ie Sogaritl^men rationaler 3^^ten finb entmebcr ganj ober 
irrational 3Bäre log x burd^ ben irrebuciblen Srud^ — genau an^^ 

8 

r 

brüdtbar, fo müßte 10^ rational, unb 10' = 2'.5' eine sie ^otenj, 
alfo r burd^ s tl&eilbar fein (§. 13, 10). 

Um bie 5Diantiffen ber Logarithmen beliebiger ^aiikxi ju beftimmen, 
brandet man nur bie 9Jiantiffen ber Sogaritl^men fold^er 3^^^^" 4^* 
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Begtenjen, tt)el^c gtüifd^cn 1 unb 10 Hegen, tt)eil j. SB» log 3847 unb 
log 3,847 biefetbe aRantiffe l^aben (2). 

©iefe öegrenjung loirb am cinf ad^ften *) erl^atten, inbem man bic 
Quabrattüurjet t)on 10 bered^nct, babon ipteberum bte Quabratmurjel, 
u. f. f. Md man auf eine ^a^ fommt, meldte 1 um einen 2)eclmal* 
Brud> bon unbeträd^ttid^er ©röge übertrifft (§. 18, 6)- Su« ben aaSer«» 



ni 



.i 



t^en bon 10^, 10*, 10^.. lägt fid^ folgenbe Nabelte bitben: 



Num. 



10, 000 00 
3, 162 28 
1,778 28 
1, 333 52 
1,154 78 



b 



1, 074 61 
1,036 63 
1,01815 
1, 009 04 
1,00451 



Log. 



Num. 



Log. 



1, 000 OQ 
0, 500 00 
0, 250 00 
0, 125 00 
0, 062 50 
0,03125 
0,015 62 
0, 007 81 
0, 003 91 
0, 001 95 



1,002 25 
1, 001 12 
1,000 56 
1, 000 28 
1, 000 14 
1,000 07 
1,000 04 
1, 000 02 
1, 000 Ol 



0,000 98 
0,000 49 
0,000 24 
0,00012 

j^oqo^ 

0, 000 03 
0,000 02 
0, 000 Ol 
0, 000 00 



1^ Um mit ^ü(fe biefer Nabelte j. 33. log 7,2 ju beretj^nen, biüibire 
i^man 7,2 burd^ ben näd^ft Keinem 9tumeru« ber 2;abette 3,16228; ben 

Quotienten 2,27684 burd^ ben näd^ft Meinem 5Rumem« 1,77828; ben 

Quotienten 1,28036 burd^ ben näd^ft Keinem ?iumeru« 1,15478, u.f.f. 

^iernad^ tt)irb 

7,2 = 3,16228 X 1,77828 X 1,15478 X . • • 
jk ^robuct ijon ^af)Un, beren gogaritbmen in ber 2;abeüc cntl^atten 

finb. 5Rad^ §. 19, 4 ift log 7,2 = log 3,16228 + log 1,77828 + . . 

4* Um biefer umftänbtic^en Öted^nungen für immer überl^obcn ju 
fein, l^at man au^fü^rlid^ere logaritl^mifd^e Sabetten angefertigt, meldte 
bie aßantiffen ber gogaritl^men aller 3^^'^" ^^^ 9^9 bierfteüig, ober 
Mg 9999 fünffteüig, ober biö 99999 ftebenfteüig, u. f. f. entl^alten **). 

I. SBenn ber 9iumeruö genauer gegeben ift, afö er in ber Zai^Ut 
betieid^net ftel^t, fo muß bie 5EabetIe interpoHrt, b. 1^. e« mug bie 
in ber Nabelte enthaltene aWantiffe corrigirt njerben nac^ bem @afee: 



( 



*) ®ttfe Wlttffohi rül^rt toon Song l^er, ber ^6) ber lOten SS^urjeln bebiente 
lilos. Trans. 17J4 p. 52). 

**) Sierftcttiöc Sogaritl^men toon 3. $. X. MMUi, 5flettige J)on Rottet, 
ffige »on ©remifer, 7flettigc »jon @d^r8n. Um bte etfle 2(nfertigung ber Joga* 
milchen Tabellen ^aben ftd^ befonbere !6erbtenfle ertoorben Urfinu9, ^e))))Ier, 
■gg«, S3lacq u. % »ergl. Ätügel mat^. S. 3 p. 530 ff. 






•1 

I 

i 












Digitized by 



Google -^ 



122 
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„Die SDiantiffeubifferenj ift bcr SRumernbiffcrcnj bcfto genauer 
proportional, je Keiner ba^ 35er^(tni| ber ainmernbifferenj pm 5Ru* 
meruö ift.'' SSergt §. 32 unb «tgebra §. 2, 4. 

3. ©. log 1457 fäüt jtolfdi^en log 1450 unb log 1460, beren 
Differenz taut Jabeüc 30 3c^wtaufcnbtc( beträgt, ffienn ber Siuwcru« 
um 10, 1, 7 toäd^ft, fo toad^ft ber gogaritl^mu« um 30, ü ^ äel^n«' 
taufenbtet. Sltfo ift log 1457 = 3,1614 + 0,0021 = 3,1635. 

log 14576 toirb bertd^tigt, inbem man log 14500 um ^^ 3e]^n^ 
taufenbtet Derme^rt. gbertfo finbet man mit Ötüdfid^t auf (1) unb (2) 
log 68,707 = 1,8370; log 0,03754 = 0,5745 - 2. 

IL 2Benn ber ßogaritl^muö einer ^affi gegeben ift, fo ISft ftdj bie 
3al^t an^ berfelben S^abette mit beftimmter ©enauigicit angeben. 

3. S3. log X = 2,3489. äu« ber ftennjiffer fc^^Keft man, baß 
^ ==...,. . Die SKantiffe faßt laut ZaitUt itoifd&en bie ÜRan^ 
ttffen i)on log 2230 unb log 2240. SBenn bie Sßantiffe um 19, 1,6 
3e^ntaufenbtcl toä^ft, fo loäd^ft bcr 5»umeru« um 10, ^, ^^. SKfo 
ift X = 223,3. 
log X === 6,1819 giebt x = I520ooo mit unbefttmmten ^unberte«. 
log X = 0,8362 — 3 giebt x = 0,006858. 

SBcnn log x = — 5,8794 ift, fo mac^ft man burd^ Slbbition bon 
6 bie SJZanttffe pofitib unb fubtrai^irt u>ieberum 6. 8lu^ log x = 
0,1206 — 6 finbet man bann x = 0,000001320, ©efet man log y 

= 5,8794, fo erl^ätt man y = 757 5oo unb (§. 19, 5) a? = „^}^ . 

757 000 



§, 2L JBered^nung »on gormein mittelji ber 
Sogaritl^mem 



i^tU §. SS.) 



1, 3ufammengef entere gormein »erben bered^net, inbem man juerft 
bie Sogarit^meu berfelben unb bann bie juge^iJrigen 5Rumern bcftimmt 
2)iefeg aSerfal^ren finbet am einfad^ften bei ?ßrobucten, Quotienten, 
^ctenjen luib SBurjeln Slntoenbung (§. 19, 4—6). 

28,936 . 0,007803 . 256,84 tt)irb burdf^ folgenbe »ied^nung gefunben: 



log 28, . . 


1,4615 


+ log 0,007 . . 


0,8923—3 


+ log 256,.. 


2,4096 


log ^rob. 


1,7634 


?rob. 


58,00. 
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1,3802 : 73,257 Wirb tote folgt Bereti^net: 



log 1,3.. 

log 73,.. 

log Ouot. 

Ouot. 



0,1399 

1,8648 



0,2751—2 
0,01884 

Um ber (Sutoactton wiQen toirb 2 im aßinuenben abbtrt unb bon ber 
Differenj fubtrai^itt. 

3,428" toirb tote folgt itte6)mt: 



log 3,. 



0,5350 . 27 
10,700 
3 745 



14,445 

279 Sdiümtn. 



log *ßot. 
^ot. 

ö§ere ©enauigfeit toirb nur hvix^ genouere XahtUm erreid&t. 

7 

y"0,098756« toirb toie folgt bered^net: 

log 0,09 . . (0,9946—2) . 3 



log aBurj. 
Sßurj. 



2,9838—6 
(3,9838—7) 
0,5691 — 1 
0,37075. 



Um ber 5)i»ifion Witten toirb ber ©ubtral^enbu« (bte negatiöe Senn« 
jiffer) unb ber ÜRinuenbu« «ra gleid^biel bermel^rt. 
1,238-6 toirb toie folgt bered^net: 



log 1,2.. 

log ^ot 
«ßot 



0,0927 (—5) 



— 0,4635 
0,5365 — 1 
0,3439. 



2. $Benn bie Sogaritl^men ber (^lieber eines ^tnomium gefunben 
finb, fo läßt ftd^ ber gogariti^mu« be« ©inominm birect burii^ bie 
®aii6'fd^e ^ülfätobette*) ermitteln, g^iefe SCabeße enthalt ju jebem 



*) 3>ae Original biefer XaMe, burd^ toel^e ein bon StoneKt (Supplement 

loRarithniique 1802) flemad^ter (SnttDHrf jur 3(u«fiH>iun9 itUngtt, i)l in *. 3a^'8 

natl. (Sotref<3. 1812 5»o». «anb 26 p. 498 unb in ». »eflo'a maÜ). tafeln ^er» 

flegeben bon $U(ge 1840 enthalten. ilKit bec ©aug'fc^en (Sotumnt B fitnimt bie 

lUer'f^e Solumne S; bagegcn giebt bie (Saug'f^e Tabelle in ber Solumne C 

tt ber aKüKer'f^en (Eclumne U) bie SBert^e »cn log |l + -\ fo bag man in 

et 3eile C = ^ + 5 ^lat. ^' 



\ 
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124 allgemeine flritl^mettt. 

pofitiüen Scrtl^c t)on log sc — log y b. i log ^ (Sotumnc A) btc ju* 
gel^örigen SSScrtl^c bon 

log U + 1^^ nnb log 



1-^ 

X 



(Solumnc S unb U), Der erftc bicfcr SBcrtl^c jü log x Qbbirt gicbt 
log {x + y), bcr jtocitc bon log x fubtrol^irt giebt log (x — y). 

3)enn (§. 19) 

log {x + y) = log o; (l + I) = log X + log (l + j), 
log {x — y) = log x\\ — ^ j = log a: — log . 

X 

SOSetitt bic unter A bcrjeicä^neten ^cAUtn eine bon an fteigenbc 
9ieil^e bilben , fo bilben bie unter S unb U baneben ftel^enben ^(äfUn 
biß auf fallenbe JReil^en, iene bon log 2 ab, biefe bon oo cA. SBenn 

log {" toäd^ft; atfo auc^ ~, fo faßt ^, atfo auc^ log (l + ^\ vx- 

gteid^ iüä# 1 — -, fotgU^ fättt log — ^— . Sßenn log - = 
^ 4 y_ y 

X 

b. \ f = 1, fo ift log (l + |-^ = log 2 unb log — ^— unenbtidb. 

3ft log — bcträd^tlid^ grog, fo ift — beträd^ttid^ groß, — ein Keiner 
y y ^ 

ed^ter Srud^, alfo ftnb log (l + — ) unb log nal^e 0. 

' X 

3. ö. log a = 0,3177 — 1; log 6 = 0,17325 — 1. Die ©if* 
ferenj log a — log 6 = 0,14445 toirb in A aufgefud^t; baneben finbct 
man in S ober U ble ^a^, »eld&e ju log a abbirt ober bon log a 
fubtral^irt log (a + h) ober log (a — h) giebt. Da« neben A = 0,144 
fte^enbe S = 0,2350 um ^ 3e^ntaufenbtel unb ü = 0,5494 um 
^- 3el^ntaufenbtet berminbert giebt bie ju ^ = 0,14445 gel^örigen 
SD3ert^e S =- 0,2348 unb U = 0,5483, fo baß 

log (a + b) = 0,3177 — 1 + 0,2348 = 0,5525 — 1, 
log (a — b) = 0,3177 — 1 — 0,5483 = 0,7694 — 2. 
Senn log m = — A, fo ift log (1 + m) = S, log (l — m) = — C7. 
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«j ^ . 1/43 + 5/278 

'^ /17 



log 43 

log 278 

log 5 

3 

log 5/ 
A 



1,6335 S 

2,4440 : 3 log iDioö. 

0,8147 log 17 

0,6990 log !Cii)f. 
log Quot. 

1,5137 log gorm. 

0,1198 gönn. 



0,2453 

1,8788 

1,2304 : 

0,2461 

1,6327 : 

0,10204 

1,265 



5 
16 



2Bcttn log tang^ « = c, log cot» « = — c, fo flnbet man log (1 + cot» «) 

b. t. log -^-f- , mbcm man c unter A auffu^t unb ben ncBenjh^enben ©crtj 

toon jS nimmt, ©efltmmt man « fo, boß log tang a = \Af fo giebt — 2 log sin « 
ben }u A geistigen SQBertl^ bon ^S. 3)emna4 fonnten ®aug' {^mfdtabeSen oud ben 
toorl^anbenen Xabef[en ber 9ogarttl^men bet gontometrif^en ^ncttonen abgeleitet n>er« 
ben. S£)uTd^ bte ^ülfdtabetten ift bte fonfl üblt^e ^enu^ung bon fogenamtten ^ü(f8- 
tpinfetn übccftüffig gemalt. 

§. 22. 2)ie geometrifd^e ^rogreffiou. 3ufammen= 
Ö^f^Jt^ 3in8re(^nun8 unb JRentenre^nung. 

(i&eid fi. 88. 84.) 

1. 35on einer Sicil^e Don ®rö§cn fügt man, bQ§ fie eine gconte^ 
trifd^e ^rpgreffion BHben, toenn bic a5crt)ä(tniffe ber Quf einanber 
fotgenben ©rößen einanber gleid^ ftnb. 3ft a ba« Slnfang^gtieb, v ba« 
SSerl^ältniß eine« anbern ®tiebe« jum öorl^ergcl^enben, fo ift bic geome* 
trifd^e ^rogreffion bi« jnm wten ©Hebe fotgenbe: 



av. 



av^ 



av^ 



„n-l 



5Die ^rogreffion ift fteigenb ober fatlenb, je nacktem ba« aScr^ättnig 
ntel^r ober weniger afö 1 beträgt. üDie ©lieber ber ^rogreffton l^aben 
abioed^felnbe äeid^cn, wenn ba« aSerl^ältntß negativ ift. 

2. !Die ©umme ber geometrifdjicn ^rogreffion ift bie Differenj 
beö überlebten nnb be« Slnfang«* ©liebe« bibibirt bnrd^ bie ©ifferenj 
be0 SScr^ältniffe« nnb 1. üDcnn au« 

s = a -^^ av -^ av^ + . . + av^-^ 
SV = ar -j- av^ + . . + ^'^^'^ + ^^^ 

folgt burd^ @nbtraction 



SV — s = av^ 

av^ — d ^ 

~ V — 1 "" 



— a 
a — av^ 
1 — V 
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in Uefcereinftimmuna mit §. 12, 5. gbcnbafctbft ift aud^ blc ©ummc 
ber unenbüd^en fallenben ^rogrcffton angegeben: 

a 4- av 4- av^ + . . Inf. = , v •< L 

8. 2Benn ein Saj)itat ju p ^roccnt iäl^rtid^en ^xx{\tn angelegt ift, 
unb bie ^vx\zn jiäl&rüd^ capitatifirt b. %. )u SBermcl^rung be« (Sa))itate 
angetoanbt mcrben, fo bilben bie SÖSertl&c be« 6a|}itaW nac^^ 1, 2, 3, . . 

3al;ren eine geometrifd^e ^rogrcffion, beten SBerl^ättmß 1,0p b. i. 1 + ~^. 
5Denn in 1 3al^re toad^fen 

100 ginl^eitcn So}), ju 100 + p Sinl^eiten 
1 «* ^ ^ \fip ^ 

c * * ^ c, \fip * 

9lu0 c . \ßp (ginl^eitcn ti)crben toieberum in 1 3a]^rc c . l^Op^ ßin«« 
l^citen u. f. f.; alfo ertoad^fcn au« c ginl^citcn in 1 Saläre c . l,0/>, tn 
2 3a^ren c . I,0p2, in 3 3a^rcn c . 1,0;?^ . . , in w 3a]&ren c . 1,0/?" 
Sin^eiten. 

äßenn ba« Sa<)itat n 3a]^re unb < STage angelegt ift, fo et* 
i^aüen tpäl^renb be« testen 3eitrautti« 100 (Sinl^eiten ben SBertl^ bon 

tOO + ,f^ (Sinl^eiten. !Demnad& l^at baöea})ital c nad^ «Salären unb 

i Sagen ben SSSertl^ 

Senn bagegen bie ^Mtyx nad^ iebem mten Sil^eite eine« Saläre« 
cat)tta(tftrt toerben, fo neunte man ben mten Il^eil be« 3a]^re« att 3ett^ 
einigelt unb bertaufd^e p mit p ; m. !&a« Sa))ita( c l^at nad^ 1; 2, 3, 
. . 3eitein^citen bie ©ertl^e 

<^ + i&)' <* + !-&)'' K^ + T^«)'"- 

4» äJiit ^fitfc ber gefunbeneu görmetn »erben bie 9lufgab<n ber 
gufammengefefeten 3i«^'fed^nung gelöft: ben äBertl^ anjugeben, 
ttjelc^en ein Sapitat bei gegebener SSerjinfung nad& ober bor gegebener 
3eit ^at; bie 3^^* anjugeben, in toeld^er ein Sapitat bei gegebener 
a3erjinfung einen beftimraten SBertl^ erl^alten l&at; bie SSerjinfung an* 
jugeben, burd^ toeld^e ein Sapitat in gegebener 3ett einen beftimmten 
SD3ert(; erreicht, 

3Beun ba« Sapital c nad{> n 3a]^ren unb t lagen bei iäl^rlid^er 
gapitalifirung ber 3infen ju p ^rocent ben ffiJertl^ h l^at, fo l^at mau (3) 
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k 






'H' + ukö)' 



©ic gormeltt für fc unb c finb ju (pgaritl^mift^er ©ered^nung be* 
quem. 3"^ ®erc^nung öon n unb f nimmt man bie Logarithmen 
Beiber ©eitcn ber britten Oteid^ung unb erl^ätt 

n log 1,0p + log (l + 3g^) = log |. 

fc 
^xttm^ erfd^eint n ate ganje 3^^^ ^c« Quotienten log — : log \fip 

c 

unb log ^1 + 3^q) at« «eft ber !Di»ipon. 3ft bwJReft = log i,Os, 
fo flnbet man 1 + ^^ = 1,0* unb t = ^. 

^ti\pitl äSor toieotel 3a^ien Ratten 5326,4 2:]^(r. (Sa))ita( ben 
tBm^ 5O00 SCl^tr. bei iä^rU^et (Sa)>itatifitung ber 3tnfen }u 6 ^rocent? 
3)te Serc^nung tft folgenbe: 



logfc 


3,7264 


log c 


3,6990 


fc 


(log 1,0p) 


log- 


0,0274 : 0,0253 = 1 


C 


253 


log(l +..) 


0,0021 


1 + .. 


1,005 


t 


0,5.360 : 6 = 30 


5)ie it^üä)tt 3eit beträgt 1 3a^r unb 30 Sage. 


3ur genauen Sered^nung 


bon p ^at man nur in bem ^aUe t = ü 






SBcnn t nid^t bcrfd^iDinbet, fo bient ber ebenfo bercd^nete SBerti^ üon 
1,0p jur ©runblagc einer ännäl^erung. 

5. SBenn Don bem Sa})ital c (Mise) nad^ iftl^riid^er Sapitafifirung 
ber 3'"f^" P P ?5^ocent jä^rlid^ bad ßopital r (Rente) »eggenommen 
toirb, fo bleibt in ber Saffe 
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Sttgetneme fttit^tnetil. 



m^ 1 Sa^x e 
* 2 *« c 
' 3 ^ c 



1,0;? — r 
l,0p3— r 



1,0p — r 

l,0p2 — r . l^Op — r 



* n ^ c . l,0/>"— r . l^O;?"»-! — r • l,0;?^-2 — . . — r . 1,0p — r. 
Die ©ubtral^enben biftcn eine gcomcttifc^ ^rögreffton, t)urd(^ bereit 
©ummirung ate Saffenbeftanb naäf n 3a]^ren erl^atten »trb 



Ifip^ — r 



0,Qp 



- f 1 - -^M 



1,0p" 



Sßenn jäl^rüd^ ba« Saj^itat r l^injugefügt toirb, fo ift ba« nad^ n 
3a(}rcn angel^äufte Sa))ttal 

^ Kt^ + ') ■ '^^- - '!■ 

= 10 000 Outben, p = 5, r = 800 ©ulben, w = 10. 



log 



S9etfj)iet 
lOOr 



P 

log c 

*"S TOÖr 
log (1 - . 



4,2041 
4,0000 



log 1,0p» 
log l,()p»(..) 
log [1 - ..] 



- 0,2041 (-^) >«^|;^; 



0,2119 

— 0,2141 (— A) 

— 0,4098 (— U) 
3,7943 

6227. 



0,4260 (— U) 

2lnnterfung. SBenn bei iöi^rlid^er ßapitatifltung t>ct 3infen ju 
y) ^rocent nad^ jiebem mten Steife eine« 3a:^re« ble 9iente ^ geja^Ü 
roirb, fo ift jut ©ercd^nung be« SoffenbeftaitD« na^ « Sauren ju un= 
terfu^en, »etd^e {Rente am ©d(>tuffe eine« 3a^rea ftatt ber elnjetnen 
roäi^renb be« 3al^rc« fäßigen Stenten gejault »erben lann. ©tott 100 

eini^eiten Bat man aber - 3abr füätet 100 + ^- ©ni^eiten ju jaulen, 

m m 

für 1 gin^eit ben lOOten Si^eit, für ? einleiten ^mat foviet b. i. 
?fl + j^^ einleiten. Statt ber einjetnen Dienten toä^renb eine« 
3a;^re8 ift a(fo am ©d^Iuffe be« 3al&ree bie 9Jente 

lOOm J^ "X ^ 100«» j ' •• ' f\^ ' ■ loom. 
JU jai^len. iRun ift bie bo))^e(te @umme 

(»« — l) + (m - 2) + . . '+ 2 
1 + 2 +.. = (»». 
= m(m — 1), fotgIi(i^ 

(w — 1) + (w — 2) + . . + 2 + 1 = ^m(m - 1) 



Q 



('+^-^)+<^+^-^^V"+K^+ife.) + ^ 



2) + (m - 1) 
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m 



P y 9lad;bem 



dfo ijat bie gefud^te JRcnte bcn aßertl^ ^ (m -j ^-- — p • 

man biefeu SBertl^ an bie ©teile öon r gefegt f)at, bercd&uet ntaii beu 
ßaffenbeftanb iDie oben. ^ . ^. 

6* 5Benn man bcn gefunbcncn Saffcnfceftanb = fefet, fo cxlfaü 
man bie JRentengleidbung, »eld^e bie SBlufgaben ber JRcntenrec^nung 
löft: bie Wti\t anjugeben, tpelc^e bei gegebener SSerjinfnng biird^ eine 
beftimmtc $Rente aufgejel^tt toitb; bie SRente anjugeben, burcf; bie bei 
Ijegebener 33erjtnfung in beftimmtcr 3^^* ^^^e gegebene 9)iife aufgcjel;rt 
toirb; bie ®auer einer 9iente anjugeben, bnrciji bie *ei gegebener aScr^ 
jinfung eine beftimmtc äWife aufgejel^rt »irb; bie SSeriinfnng auäugebeu, 
bei ber eine beftimnttc 2D?ifc bnrd^ eine gegebene JRente aufge^e^rt ipirb. 

I. unb II. SDSenn bie SKife c \>\xxä) bie wiäl^riöe SRente ?■ bei jät;r^ 
^tx Sat>ttaltfirung ber S^n\m ju p ^rocent aufgejei^rt toirb, fo i}at 
mm (5) nad^ 2)ibifion burci^ 1,0^^ 



lOOr^ 



cp 



u — VA — ^f^F 


^' 100(1 — i,or") 


Seifpiel 1. r = 800; p = 3,5; n = 20. 


, lOOr 


4,3590 


log l,Oi?-^ 

log (1-..) 
log e 


- 0,2988 (— Ä) 

— 0,3033 (— U) 
4,0557; c = U37o. 


©eifpiel 2. c = 20000; ;? = 3; n = 10. 


1 P<^ 
^'»e 100 
log 1,0p-» 


2,7782 
— 0,1284 (— A) 


, 1 


5918 (U) 


*og . 


log r 


3,3700; r = 2344. 



III. äöenn an« ber aWife, ber SScrjinfnng unb ber 5Rente bie 
©ouer berfetben ju bered^nen ift, fo fe^e man (5) 



('-r^)-''*'=^' -w»-' 



Cp 



m 1 n unter ben gemad^ten SSorandfefenngen nur eine ganje 3al;l fein 
f^iJ n. 3ur 33eftittimung tjon n unb « f)at man 

3alftet, I. 4. Äufl. ^ 
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ungemeine flttt^meti!. 
n log 1,0p + log a — log 



1 — 



cp 



\ 



ÜDemnac^ ift n bic ßanje 3ö^t ^^^ Quotienten log -_ — : log 1,0;? 
unb log a ber JReft biefer ÜDibifion. $Rad^ wmatiger Su^jal^lung bet 
SRente r bleibt ber (Saffenkftanb --— (l — - j. 



eifpiel. c = 20 000; 


p = 3,5; r = 1200. 


• lOOr 
. •«« p 


4,5351 


log c 


4,3010 


'^'s loi 


- 0,2341 (— A) 

(log 1,0p) 
0,3803 (IT) : 0,01494 = 25 


^^g JL ^ 


2988 




815 




747 


log a 


0,0068 {A) 


■„ (. - i) 


- 1,81 (- U) 


H'r(-) 


2,72 = log 53o. 



p 



!Cie {Rente bauert 25 3a^re unb tä§t bann bcn Saffenbeftanb 53o. 

IV. Slu« ber SKife , ber SRente unb il)rer 3)auer lann bie SSer^ 
jinfung im allgemeinen uid&t beredjinet »erben, ©enn bie SRenten^ 
gleid^ung (1) 



100 



(1 — l,Op-^) 



c 
r 



1 — X 



fubftituirt \)qA, 



c 
r 



ober,«ac^.emm««4 = ., f 

1 — a^ 

X = 

1 — X 

ift t)om nten ®rabe, tocil \ — x^ hnxdf \ — x tl)eilbar ift. (?anc 
®(eid^ung biefer 5lrt fann aber annäi^erungöweife aufgeloft merben, ö im 
befttmmte SQBertl^e bon c, r, n gegeben finb (5ltgebra §. 8). 3n je em 
befonbern gatte tpirb bann p fo begrenjt, baß 



lo,'-^=lo,'-^'- = 



0. 
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§. 23. $oten}en ber iBiootnien mit |)i>fltit>en ganzen (S^ponenten. 131 

§. 23. ^oteujcn ber 33iuomieu mit pofitit^eu 
gaitjcn ($5|)ouenten^ 

1- ffleit (a + hr = |«(t + ^)r = a^(\ + ~T, fo lommt 

e« gunäd^ft barauf an, bie mit ^otenj eine« ®inominm ju enttotdetu, 
beffen erfte« ®Ueb 1 unb beffen gleite« Olieb ein ed^ter ^xn6} ift. 
5Durd^ 3Wuttij)ltcation ftnbct man 

(1 + xy = (1 + x)(l + a:), (1 +■ a:)3 = (1 + a:)2(l + x), . . 
(l + ir)2 «= 1 -|- 2x + a;2 
(1 + a;)3 = 1 + 2a: + a?2 

T+ 3x -f- 3ar2 + ^3 

(1 + a:)4 = 1 + 3a; + 3a;2 + x^ 

+ X + 3a:2 + 3a,3 ^^ a ?^ 

1 + 4ar + 6a^2 + 4a;3 ^ a:^ 

tt. [. »., alfo eine nad(^ fteigenben ^otenjen bon x geotbncte Steige. 
35ie ßoefficienten (§. 3) ber einjcinen ^otenjcn bon x j^eigeu ©ino* 
mialcoefficienten, ber Ote, Mt, 2te, , . bei ber ?/iten *Potenj be« 
Sinomium. !Oiefe finb bei ber 2ten, 3ten, 4ten ^otenj 

12 1 
13 3 1 
1 4 6 4 1 u. f. f. 
8lu« ber obigen Sled^nung folgt, ba§ bie SBinomiatcoefficienten M 
bct 5ten ^otenj ©umracn bon je jtoei folgenben 93inomiakoeffictenten 
bei ber 4ten ^otenj finb, u. f. f. *). Um aber bie SSinomiatcoefficienten 
bei einer ^otenj unabl^ängig bon ben SSinomialcoefficienten bei niebevcn 
^otenjen ju finben, mug man biefetben burd^ ben e^j^onenten ber 
^otcnj au^brüden. 3n ber Z^ai ift bei ber 4ten ^otenj be« Öinomium 

4 = 4, 6 = 4. f, 4 = 4. f. I, 
bei ber 5ten ^otenj 

5 = 5, 10 = 5.f, 10 = 5.|.f, 5 = 5.f.i.|. 
®anad^ ift gu prüfen, ob bei ber mitxi ^oteng bie 33inomiaIcoefficienten 

m{m — 1) m{m ■^— l)(m — 2) 
^' '^' 1.2 ' T:2".3"""~' ' 

fid^ ergeben, fo baß man i^ätte: 



*) ßinc fo conjlruirtc !J:obette bcv JBinomiatcoefflcicntcn (triangulus aritlime- 
ticus bei ^a«cal) finbct S\^ bereit« bei @tifel arithm. 1544 fol. 44. 
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/4 I ^«, 4 1 . ^(^ — 1) 9 I ^(^ — l)(m — 2) , , 
(i^ oo)^ = i^rnx+ 1 2 ^ + ^iT2T3 ^ ^^ + • • • 

3)ie ©Übung bcr ©inominatcocf|tcicntcn am bcm ß^f^oncntcn tt>ar burdft bie 
bon gcrmat unb ^aScal crfunbcncn gorutctn bcr flguritten Sötjen »otbcrcitet. 
SSetgl. gcrmat'« «rief on Slobcrtoal 1636 ^or>. 4 unb Oeuvres de Pascal ed. Lä- 
hme 1858, n. ^. 443: 452. 403. 3)ic $3tnomialcoefficicnten unb ba« ©inomial^ 
t^icorcm für :|)ofittDc ganjc foiwic für bcUcbige reale (gjt)onentcn ffat^tvoton crfun* 
bcn unb in bcn «riefen an Olbcnburg 1676 3ttni 13 unb Oct. 24 mitget^eiU. S)ie 

«ejcid^nung f^jfommt juerfl in na%c(affcnen 3lb^anblungen (Suler*« Dor. Acta 

Petrop. V, 1 p. ^ unb V, 2 p. 76. Nov. Act. V p. 52. 

' 2. !Die 3a^Ien 

m(m — 1) m(m — l)(m — 2) 

1 m — j-2— — rr2.3"-~- 

toerben ber Stetige mä) Wxdf 

bcjcid^nct üDie gormcl (*?], ju Icfen m über fc^ bebeutet ba« ^xobuct 

t)on fc gactoren, btc öon m in natürH(3^er SRctl^e abfteigen, biDibirt hwc^ 
ba« ^robuct öon fc gactoren, bie bon 1 auffteigen, 

m(m — 1) . . (m — k -\- 1) 



y™ 



0= 



1.2...* 
unb ift eine ganie ^a^ (§. 13, 13). Sie gormel (^) ^at ben SaSertl^ 

1, toäl^renb ( T Jm jlo)' • • berfd^minben, meit in il^ren 3ä^Ictn 

bcr gactor tjorlommt. 

(gin ^robuct üon gactoren, bereu je jtoci fotgenbc biefelbe 5Differenj 

l^aben, J. ©. a(a + 6)(a -f- 2b) {a + 3&) U. f. ti). (productum con- 
tiunorum bei $a9ca(, functio iuexplicabilis bei @u(er Calc. diff. II 
c. 16 unb 17. aSergt. Oettinger (Srette 3. 33 p. 1) toirb nad) ftramp 
1799 eine gacultät genannt (and) gactoricUe mäf Slrbogaft). 
3n^befonberc tt)irb ba^ ^robuct 1.2. 3.. n m(fy Sxamp (Arithm. 
universelle 1808 n** 289) burd^ n! bejeid^uet unb n-gacuttät genannt. 

Demnaci^ ^^* ( T ) ^^^ S^W'^ T^kVi "^^ ^^" ^^^^^ 
1.2. ..7» ml 



(D 



1.2...fc.l.2...(w— Jk) Jk! (m — Jk)! 
moraud unmittelbar eri^eQt^ bag 



[kj \m — k) 
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a ^ /12\ /12\ 12.1 1.10.9 ,._ 
5- ®- U j = U) = 1.2.3.4 = '^^^• 

3. 2)te gormel f ™) l^at bte (Sigenfd^aft, baf 
folgtii^ ift 

(r)+(.",)-G-.)(-^^+0=G-i)"^-rt') 

4, S)ic gormel ^^ j ift bcr fcte ©inomialcoeffidcnt bei bcr wtcn 
^otenj etne^ SBincmiunt, \o baß 

(.+«)-=. +(7)«+(^y+(^>'+..+(:)- 

(5Reti)ton'ö ©inomialtl^corcm^ binomifcä^cr ßel^rfafe). 

©ctoci«. 3Bcnn für einen bcftimmten SBcrti^ üon wi 

(14- o.)- = 1 + (^) ^ + (^^) ^2 + _ 
ift, fo finbct man 

(1 + .)->^i =-,! + (-). + (-) .^ + (-) ,3 + . . 

(l+a:)3=l + g). + Q.^ + Qx3 

tote ftd^ burc^ aSergleid^ung bicfer fjormel mit bet in (1) gefuttbenett 
ergiebt, ai\o ift aud^ 

(1 + a:)< = 1 + (J) a: + Q a:^ + Q x» + Q x^ 
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für icbe i)ofttiöe ganjc 3^^! ^*)- 

Slnmerlung. SBcnn man a? mit — a: üertaufd^t, fo blei6ert jc^ 
a;\ . . unücränbert, tüä^renb x^, x^, . , in — x^, — x% . . über^ 
gc^tt. 35al)cr ift 



(1 



-"■='-(:)'+(")•'-(:)"+•• 



SaSenn a; = A^ (o ift (1) 



mm 

a°» - = a°^-iÄ, a«»(- ) = --^ = a^~^b^, lt. f. f. 
a \aj a^ fit 

3. fficnn o: ein cdjiter Sdxn<S) ift, fo tt)irb in ber für (1 + «r 
flefunbencn SRci^e bon einem beftimmten ©Hebe an jebeö ®tieb Heiner 
ate ba5 il^m borauögel^enbe. ©enn ba^ SSer^ältniß be« (k + 2)ten 
©liebet' jum (k + l)ten ift 

fobatb fc eine beftimmtc Orenje überfd^reitet. !Dcr geinter, »etd^en man 
Begebt, inbem man bon einem beftimmten ©tiebe an bie fotgcnben 
©lieber bernad^täf figt , lägt fi(i^ in jebem gegebenen galle abf^ä^en. 
®e^t man j. SB 

(1 + x)"^ --- 1 + mx, 
fo ift ber gel^Ier 

>-(2)"+a)--+-+(:)'- 



*) S)te Viix angctoanbtc SWetl^obc bei 3nbucttott (Stbtcitung einet attgcmeineii 
9?egcl am einem bcfonbern gaüe) ijl »on 3ac. Sevnoultt (Acta Erud. 168(i 
p. 360 angegeben Sorben, unb {leigt bet @^lu6 öon m auf m + 1- 



j 
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§. 23. ^otenjcn bcr ©inomicn mit ^ofltiöcn ganjcn (gjiljonenten, \ 35 
ipctt bie gactoren . , ^ , . . geringer ftnb ate — ^- . yeun ift 

1— 3 ^ . 

(§. 12, 5) unter ber 2}orau«fcfeung, bag ^^— a; < 1, fotglid^ 

/< (2)7^2- 
1 — 3-x 

<Sc(5t mon ebenfo 

(l — a;)" = 1 — mx, 

fo ift bet geinter 

/=G)"-t©"-(:)"i_-fö)"-(:)-i- 

3lnatog fann bei l^inretd^enb Meinem SSer^äftniß b : a 

(a + b)^ = a°^ + wa"^-i6 

gefegt tuerben mit ber gel^tergrenje 

[2) _ m — 2 b_ 
3 a 
unb (a — bf = aJ^ — ma^'H mit ber ge^Iergrenje m a^^-^ö^. 

e. ®ie mten SÖSurjeln ber 3a^Ien c, c.2% c.3% . . bcr^üücn 
fi^ äu eiuanber wie 1, 2, 3, . . . Unter bie[en SRabicanbeu empfiehlt 
fi(^ jur öered^nung feiner wten ©urjel ein folc^er, ber bou einer mim 
*^otenj \\&) nur menig unterfd^eibet, j. 33. a"' + b, wenn 6 : «^ = ä 
ein Meiner ed^ter Srud^ ift. S)ann l^at man 

m m • ^ 

unb jmar ift 
iBcit nac^ (5) 
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m 

3u genauerer ©eftimmung fe^e man ■/1 + ä=^1 + ^# fotgtld^ 
(i ^ x)^ = 1 -{- h, 

- + (2) ^ «« + ( 2) i 

rt)eil a: < Ä : w, fo baß 

,„ _ 1 771 — 2 63 



a6 






wa"^ + J(w — 1)6 
3ugleid^ l^at man 

2a? , „ 2Ä w — 2 « 

m — 1 ^ w(m--l) 3 



m — 1 ^ r (m ^ 1)2 ~ m(m — 1) 



m — 2 , 
— - — a;<J 



26 



wi (w — 1) a™-2 



/^-P = a + oo: < ?^ a + V(-^-t)' + 
m — 1 f \m — 1/ 

üDie rationale untere ©renje unb mel^r noci& bic irrationale obere 
®renje beftimmen bie ©uricl mit großer ©enauigleit ffienn b, h, x 
negatib finb, fo giebt bie rationale gormel eine obere, bic irrationale 
eine untere ©renje ber SSJurjel*). 



§. 24. ^ermutationen gegebener (glemente. 

1* Unter Stern enten toerben l^ter ÜDinge (3nbibibuen) berftauben, 
bereu Quafitöt unb Quantität ba^in geftettt bleibt, unb toetd^e nur 
burd^ Orbnungö jagten (Säumern, Söud&ftaben) unterfd^ieben finb. 9Son 
jtoei eiementen l^eißt baöjenige ba« l^ßl&ere, »etd^e^ bie größere Orb^ 
nung^jal^l l^at. 

Unter einer Somj)tejion gegebener Slemente tt)irb ein SBerein 
berfelben nad^ irgenb »cld^er SReil^enfolge berftanben, »obei bie 9lrt ber 



*) Sagn^ Meth. nouv. pour l'extraction . . Paris 1692. ©atlc^ Philos. 
TraDs. 1694 p. 136. Sambcit beitrage 11, 1 p. 152. Mgcmeincic UntcrfiK^^ungcn 
über fclc^>c Slnnä^crungcn flnbct man bei (Suler Nov. Comm. Petrop. 18. p. 136. 
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§. 24. ^ermutatbncn gcgeBencr @tcmcntc. 137 

Scrbinbung bal^in gcfteöt bleibt, ^ermutationcn gegebener (Elemente 
l^ei^en alle bie Sontpiejtonen berfelben, »etd^e fid^ burd^ bie Sfnorbnung 
ber Stemente unterfti&cibcn. 

2. aSon n ijerfd^iebenen @(ementen giebt e§ n! = 1.2.3.. n 
^ßermutationen (§. 23, 2). 

®ett)et«. 3" ^^«i Iten, 2ten, 3ten, . . Steraent lann jiebe ^crmu* 
tation ber « -- 1 übrigen gtemente gefefet »erben, folglid^ giebt eö 
üon n öerfd^iebenen Stenteutcn «mal \o\>\ti ^ermutationen, afe »on 
n — 1 gtementen. 5Hun giebt eö öon 2 ßlementen 1 .2 ^ermutationen 
(a6 unb ha), alfo üon 3 (Skmenten 1.2.3 ^ermutationen, bon 4 
etementen 1.2.3.4 ^ermutationen, u. f. tt). 

3* 3Äan finbet bie ^ermutationen bon 3 ßfementen, inbem man 
ju bem SIement 1 bie ?ßermutationen ber (SIemente 2, 3, bann ju 2 
bie ^ermutationen üon 1, 3, bann ju 3 bie ^ermutationen öon 1, 2 
W: 

12 3 2 13 3 12 

13 2 2 3 1 3 2 1 

ÜKan finbet bie ^ermntationen bon 4 gtementen, inbem man ju 
1 bie ^ermutationen i>on 2, 3, 4, ju 2 bie ^ermutationen bon 1, 3, 4, 
JU 3 bie ^ermutatlonen bon 1, 2, 4, unb ju 4 bie ^ermutationen üon 
1; 2, 3 fefet: 

1234 2134 3124 4123 

1432 2431 3421 4321 

3Ran finbet bie ^ermutationen öon 5 Sfementen, inbem man ju 
1 bie ^crmutationen bon 2, 3, 4, 5 fefet, ju 2 bie ^^ermutationen bon 
\, 3, 4, 5, U. f. f. 

12345 21345 31245 

15432 25431 3 5421 
41235 51234 

45321 54321 
u. f. f. Ueber]^au})t berliert bei biefer SKetl^obe ein gtement feinen 
^lafe erft bann, »enn bie Orbnung^ial^Iett ber folgenbcn ©temente eine 
falleube SRei^e bilben. üDa« @Iement meidet bem näd^ft i^öl^ern au$ ber 
9icil^e ber folgenben ßlemente, unb bie übrigen Stemente tocrben fo 
l^injugefügt, bag i^re Drbmmg^xa^len eine fteigenbe SReil^e bitben. 
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4. 2lud einer Somjjlcfion IBnncn nad^ unb nad^ aüc '^ßemiutatto^ 
neu burd^ 33ertaufci{|ung üon iebeömat 2 eiemeuten abgeleitet luerben*). 

©ei 3 Elementen ergicbt fid^ fotgenbe SReil^enfotge ber ^crmutatio* 
nen, ujenn man nad^ unb nad^ 3 mit 2, 2 mit 1, 1 mit 3, 3 mit % 
2 mit 1 bertaufd^t: 

12 3 2 3 1 3 12 

13 2 2 13 3 2|t 

3nbem man ju 1 bie ^ermutationcn »on 2, 3, 4 fctjt, bann 1 
mit 2 i)ertaufd^t unb bie folgenben Stemente berfe^t, bann 2 mit 3, 
'3 mit 4 bertaufd^t unb iebe«mat bie folgenben (Elemente berfefet, finbet 
man für 4 Elemente: 

1234 2431 3124 4321 

1432 2134 3421 411 23 

gür 5 ©temente: 
12345 25134 34512 42351 51234 

15234 24513 32451 41235 541123 
gür 6 etemente: 

123456 265134 342651 



165234 243651 315426 
415326 5 6 2143 634521 



162153 534621 6112345 
u. f. f. für mel^r Elemente. 

5* üDie erfte ^ermutation entl^äü bie gegebenen gtemente in ftei* 
genber Drbnung, bie folgenben ^ermutationen jeigeu Slbmeid&ungen öon 
biefer Drbnung. aWan yx^X bei jeber ^ermutation üon jebem @(ement 
an bie Slnjal;! ber niebern Stemente, meiere it)m folgen: bie ©umme biefer 
2lnäa{}Ien f^ci^t bieSlnjal^C ber Snberfionen (derangements, variations), 
meiere in ber ^ermutation entl^alten finb. 3- 33. bie ßomptejion 2431 
eutl^äa 4 3nberfionen: 21, 43, 41, 31. 

35ie 2lnjal)I ber in einer Som})Iepon borl^anbenen 3nberftotten 
ü)irb bur^ bie 35ertaufd{|ung öon jmei Elementen um eine ungerabe 
3al§I üeränbert. 



'ife. 



*) ©ancitfam^) (SIem. b. SKatl^cm. 1850 §. 110. 
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§. 25. SSariattotieti unb (SomBinattonen gegeBener (gtcimctttc. 139 

SBenn ein SIcmcnt mit bem 9?acjbar öcttaufd^t ö)trb, fo Bleibt bic 
®teQiing ber belegten Sfementc gegen bie übrigen Stemcnte unberänbert, 
unb bie Sfnial^t ber borl^anbenen 3nberftoncn änbert fid^ um 1. Um 
bie burd^ k (Elemente getrennten Slemcnte G unb H ju öertaufd^en, 
fann man juerft G mit bem 5Rad^bar jur JRed^ten (fc + l)mat, bann 
H mit bem 3laä)iax jur ginlen fcmat bertaufd^cn, iDobei bie änja^t 
ber borl^anbenen Snberfionen (2k + l)mat b* i. ungerabmat nm 1 fid^ 
änbert. !5)urd^ eine ungerabe SWenge Slenberungen um 1 toirb au« 
einer geraben 3«^! eine ungerabe, auö einer ungeraben 3^^! eine gerabe, 
aI[o ift in beiben gäüen bie ÜDifferenj ber Slnjal^ten ber 3nberfionen 
eine ungerabe ^ai)l 

6* SBenn man bie ^ermutationcn berfd^iebener Elemente burd^ 
95crtaufd^ung üon jiebcömal jtoei (Elementen enttoidEelt (4), fo finb bie 
in ben aufeinanber folgenben 5Permutationen borl^anbenen 3nberfionett 
abtted^fetnb bon geraber unb bon ungeraber Slnjal^I (5). üDa bie änjal^t 
aüer 5ßermutationen gerabe ift, fo giebt eö ebenfobiet ?ßermutationen 
ber einen Slaffe (gerabe, pofitibe, mit geraber Slnjal^l bon 3nber=* 
fionen), al« ?ßermutatiotten ber anbern Staffe (ungerabe, nega* 
ttbe, mit ungeraber 9lnja^I bon 3nberfionen). 

ÄBCD unb CDAB finb ^ermutationen berfelben ßlaffe, tt)eil auö 
ber erften bie jmeite burd^ 2 SSertaufd^ungen (A mit C, B mit D) 
entftel^t; 31245 unb 14325 finb ^ermutationen nid&t berfelben ßlaffe, 
ioeil auö ber erften bie jioeite burd^ 3 SSertaufd^ungen (3 mit 1, 4 mit 
2 unb 3) entfielt. 



§♦ 25* Sariationen unb Kombinationen gegebener 

©lemente. 

(^d« §. 88 fP.) 

!♦ 35ariationen fcter ßlaffe bon gegebenen ©(ementen l^ei^en 
bie Sompteyionen t>on je k auö ber 9iei^e ber gegebenen Stemente. üDie 
SSariationen wter (Slaffe bon n (SIementen finb bon ben $ermutationen 
berfelben nid^t berfd^ieben. Variationen (n + l)ter Slaffe bon n (Ste^ 
Renten lönncn nid[;t gebitbet n?erben. 

Die 6omt)(e{ionen, toeld^e \t k ber gegebenen Stemente entl^alten, 
)n benen aber nic^t itoei au« benfelben k ßlementen gebilbet finb, 
»i§en bie Kombinationen fcter Slaffe ber gegebenen ßtemente. 
"ie Kombinationen Iter, 2ter, 3ter, . . Staffe toerben aud^ Unionen, 
jinionen (toben), pernio neu (2:ernen), . . genannt. 
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140 SQIgemetne Slrttl^metil. 



2. a5on n öcrfd^icbcncn gfemcntcn giebt e« 
— 1) . , (n — fc + : 

n{n — 1) . . (n — fc + 1) 



nl 

n(n — 1) , , (n — k + 1) == _ - aSartationeit Jetzt Slaffe, 



1.2..fc 



(^^^ 6omHnattoiten ^-ter Slaffe. 



©ett)ci«. Um au« ben aSariatlonen Wer Staffe bie SBartatiöncn 
(Je 4- l)ter Staffe ju bilbcn, fc^c man ju jicber SSartation jebe« etement, 
ba« fic npä) mä)t entl^ätt. Sßan crl^ält atfo (n — fc)ma( fotoiel SSaria* 
tiottcn (fc 4- l)ter ßfaffe atö Wer Slaffe. 5Wun giebt es n aSartatioiteii 
Iter eiaffc, fotgli* w(n — 1) SSariationen 2ter Staffe, n(n — l)(n — 2) 
SSariationen 3ter Staffe, u. f. f. 

35ie aSariationcn Wer Slaffe taffen fid^ in ®rut)^)en fo öertl^etlen, 
ba§ bie SSariationen jeber ®x\xppt ^ermutationeu berjeftcn fe (Stemente 
finb. 35a gu ieber ®ruj)))e l*2...fe SSariationen geljßren (§. 24, 2), 
fo giebt ed ben (1.2... Ä:)ten S^l^eit fo biet ®ruj3^)en atö SSariationen 
Wer ßlaffe* 3eber ®rnt)t)e entfj>rid^t eine Somtination fcter Slaffe. 

Die in §, 23, 2 gebrand^te gormel 

/n\ n! / n \ 

\k) ~ kl(n — fc)! ~ Vrr^^fcj 
ift ate 3lnjal^t üon Sombinationen eine ganje ^a^, SSon w t)erfd^iebe^ 
nen (ätementen giebt e« ebenfobiet Kombinationen fcter atö (n — fc)ter 
etaffe. 

8* 3Wan finbet bie SSariationen 2ter Slaffe, inbcm man ju jebem 
Stement ber JRei^e nad^ iebe« anbere fe^t; 3ter Slaffe, inbem man jn 
iebem Stement bie SSariationen 2ter Staffe ber übrigen gtemente fefet; 
4ter Staffe, inbem man ju iebem Stement bie SSariationen 3ter Staffe 
ber übrigen ßlemente fefet, u. f. to. 

gür 5 SIemente: 

12 2 1 3 1 4 1 5 1 

13 23 32 42 52 

14 24 34 43 53 

15 25 35 45 54 
124 213 312 412 512 
123 214 314 413 513 

154 254 354 453 543 u. f. f. 
SKan finbet bie Kombinationen 2ter Slaffe, inbeni^man ju Jebeii 
eiement ber SRei^e nac^ iebe« ^ijl^ere fefet; 3ter (Stoffe, inbem man gu 
iebem SIement bie Kombinationen 2ter Klaffe au« ben l^iJl^öm (Stementen 
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§. 35. SJaiiationtn unb SomMnationen gtge^enti Slcmtnte. 141 

fefet; 4tei Stoffe, inbem man ju jebem (Slement bte SoraWnottonen 3te» 
Stoffe au« ben ^ö^ern gfementen fe^t, u. f. »., 

giir 6 gferaente: 

12 23 34 45 56 

13 2 4 3 5 4 6 

14 2 5 3 6 

15 2 6 
1 6 

123 134 145 156 234 245 256 

124 135 146 235 246 
125136 236 

1 2 6 

345 356 456 
3 4 6 
1234 2345 3456 

• • • • • • 

14 5 6 2 4 5 6 

Ucbcrl^aupt beimaß bei bcr Sluffteüung öon ßombinationen jebeö 
(Stemcnt feinen ^la^ fo lange, bfö bag bie folgenben (Steniente burd^ 
^i^ere nid^t ntcl^r erfe^t »erben lönnen. !J)ann toeid^t ba0 (ätement 
bem näd^ftl^ö^ern Sfement, unb bie nad&ftl^öl^ern (Stemente folgen. 

4. SBenn n öerfd^icbene Stemente in ®ruj)j)en A, B, C, , , t>on 
^f ßf 7t " Stementen auf aüe mögüd^e Sitten öertl^eitt merben fotlen, 
toobei a + /3 + y + .. = n öotauögefefet toirb: fo toä^tt man ju^ 

etft au^ aüen Stementen a für bie ®ruj>j)e A, toa« auf y\ öerfd^ie* 

bene Slrten gefdf^el&en lann (2); bann toäl^tt man au« ben iebeömat 

übrigen glementen ß für bie ®rut)))e B, toad auf \~^) Derfd^tebene 

3lrten gefd&el^en lann, u. f. to. 5Die te^te ®ru))))e lann jebeömat nur 
auf eine Slrt gebitbet loerben. 5llfo giebt e6 

y\ i)erfd^iebene ©ru^cn A, 
(a)v 7 / ^^^f^^^*^^^^ ®ru})j)en AB, 
(a)C "7 ""V"* "■ "^ ~ '^ »erfc^iebenc ©ru^en ABC, u. f. m. 
SBenn * = n ~ « — ß — y ift, fo lann bie tefete ®rut>t)e D jebeS* 



Digitized by VjOOQ IC 



/ 



142 OTgcmeine Slritl^mctif. 

mal nur auf eine 5lrt gebitbjet toerben, tt)cit P ~ '^ "T '^ ^ M = i, 
unb eö flic6t 

/n\/n — aX/n — a — ß\ n! 

\«/\ ß )\ 7 y a!/5!y! d! 

berfd^iebene @ru<)pen ABCD. 

3Benn man in aüen ®ru))))trunflen bie Stemcntc ber einjelnen 
®ru})j>en pzxmnüxt, fo erhält man aüc ^ermutationen ber gegebenen 
Stemente, toeil iebe ^ermutation mit « beftimmten Stcmenten beginnt, 
benen ß beftimmte Stemente folgen, u. f. to. 3n ber Sl^at erl^ätt man 
nl, inbem man bie gefunbene Slnjal^I ber @rui)<)irungen mit al ßl yl Sl 
muttiptictrt* 

SBenn unter ben gegebenen n (Stementen « einanber gteid^ finb, 
toenn unter ben übrigen ß einanber gteid^ finb, »enn nnter ben übrigen 
y einanber gteid^ finb, ipenn bie übrigen ö t)on einanber öerfd^ieben 
finb, fo entftel^n au« Jeber ®ru|)t)irung 61 ^ermutationen. 2ltfo giebte« 

—TßVT ^cYttttttationen biefer ©emente*). 

8» 35ie Kombinationen Wer Etaffe bon n (ätementen entl^alten 
enttoeber ba« nte (älement nid^t, ober fic entl^aften baffelbe. ÜDie erfte 
®rm)|)e umfagt bie Kombinationen Wer Staffe ber erften n — i g(e^ 
mente, bie jtDeite ©ru^^pe umfaßt bie Kombinationen (k — i)ter Klaffe 
biefer Ktemente, benen baö wte Klement jugefe^t toirb* Sltfo ift 

a)-C7')+a=:) 

ti)ie §• 23, 3 aritl^metifd^ beriefen toorben ift* 

üDie Kombinationen Wer Klaffe bon n ßlementen enbigen enttoeber 
mit bem Wen Ktement, ober mit bem (fc+ i)ten Klement, ober mit bcm 
(fc + 2)ten Klement, u. f* lo. 92un enbigen mit bem (fc + m)ten Kle* 
ment fobiel Kombinationen Wer Klaffe, ate eö Kombinationen (k — i)ter 
Klaffe ber erften k + m—i Kiemente giebt. Sllfo ift 

a)=Gi:)+G:.)+Gi:)+-+G=D 

©urd^ fortgefe^te ^tvltgan^m biefer Slrt bcftöltgt man, bafe K j eine 

©umme bon ganjen ^af)Un, folglid^ eine ganje ^affl ift. 

®ie Kombinationen Wer Klaffe »on u -h v Kiementen entl^alte 
entttjeber k Kiemente be« Softem« bon u Kiementen, ober k — l KIi 



*) Fr^nicle Abrege des combin. 1676 (Anc. Mem. de Paris t. V). Walli 
Combin. 1685. c. 2. 
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mcntc bicfe« ©ijftem^ unb 1 gtcmcnt be« ©Aftern« öon t? (gtementen, 
ober Jfc — 2 ßtcmentc bc« erftcn ©Aftern« unb 2 (ätementc bc« jmeiten 
©Aftern«, u. f. ö). 9lun lönncn k — m Elemente be« erften ©^[tems 

mit w gfcmentcn be« jtociten ®^ftcm^ auf L ^ ) ( ^^ ) *>ci^fc^tebene 

Sitten combinirt werben. Sllfo ift*) 

CIK)+G^.)G)-G-.)G)+-+a-.)+0 

«♦ SBenn iebeö ber n gfemente beliebig oft gefegt tt)erbcn lann, 
fo giebt e« Don benfelben 

n^ Sßariationen fcter Stafje, 

C-"*" Ik ~ "" C ^— "l ^) ^^»^^^«^*^^"^» "^^ <f ^^ff c. 

Setoei^. Um au« ben Sßariationen Wer ßtaffe bie 35ariationen 
(fc + l)ter ßtaffe ju bitben, fefee man ju jieber Sßariation j[ebe6 Clement. 
3Ran erl^ätt a(fo wmal [o mä Variationen (k + l)ter Slaffe alö Her 
ßlaffe. 5Run giebt e« n SSariationen Iter ßlafje, folgtid^ giebt e§ n^ 
Variationen 2ter Staffe, n^ Variationen 3ter Staffe u. f. rx>. 

Kombinationen 2ter Slaffe Don ber geforberten Slrt giebt ee mit 
1 anfangenbe n, mit 2 anfangenbe n — 1, u. f. \o., jufammen (5) 

C;) + C7>-+(!)=Ct'> ^ 

(Kombinationen 3ter Staffe giebt e« bemnad^ mit 1 anfangenbe r '^ \ 
mit 2 anfangenbe (^\ u. f. ts>., jufammen 

("r)+a)+-+a)=("n 

®efefet e0 giebt f^"^! j (Kombinationen tter 6laffe, fo giebt e§ 
(Kombinationen (t + l)ter (Klaffe mit 1 anfangenbe (^ "^l"" ), mit 2 
anfangenbe r "*"*"" j, u. f. lo., iufammen 

9Jun giebt e« (** "^ ^) Kombinationen 3ter (Klaffe, alfo giebt e« (^ + ^) 
(Kombinationen 4ter Klaffe, u. f. to. 



•) (5ulcr. SSergl. bic ^nmerlung ju §. 23, 1 unb §. 32, 2. 
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©cmnad^ gicbt c« cBcn[ot)tcI Kombinationen Wer (Staffc i)on n ßle^ 

mcnten, beten icbeö kmai borl^anben ift, aW bon « — )k + l gfenienten, 

beten Jebe« Intal botl^anben ift (2). 3tt bet Z^at finbet man au8 

jenen ßombinatiotien biefe, toenn man in iebct ßombination bie @te^ 

mente bet SRei^e nad& nmO^l, 2,..,fc— 1 et^ö^t 

^nmerlung. ÜDie 9(nfänge ber (Sombinatorit finbett fl^ im 16ten ^a^tfiun- 
bert bei ^udtU^, (Sarbano u. ^. 2)ie ertie grögere ^b^anblung über (Sombt- 
nattonen, bot $adcal um 1650 )>erfagt, in ber er mit S^i^ntat ^ufammentreffenb 
ben ^n\ammtnffanQ bet (£ombination«ja^>Un mit ben flgurirtcn ^ailtn erläuterte 
(Oeuvres 6d. Lahure ü. p. 423 ff.) Scibuij*« Slbbanblung de arte combinatoria 
1666 enthält ni^t fotoo^il tj>eoretifdb Sieue« al« »ielme^r S(ntt>enbungen ber 2ej>re öon 
ben ^ermutationen unb (Kombinationen. SDer l^eutige ^eflanb ber (&>mbinatori! finbet 
"öf bonjiänbig in Sacob J3erno^uni*8 ars conjectandi (oj. jposth. 1713). 3n 

toofür feetbnij SSariationen, 



V^f 4VV| 



iefcm ©ucbe lommt ber Sßame ^crmutationen ^cx, 

SB an i 9 ^Itemationen gebraust l^atte. SDer 9^ame (£om))le]:ionen bebeutet bei 2txh^ 
nxi (Kombinationen; ber 92ame Variationen l^at feine combinatorif^e ^ebeutung gegen 
ba9 ^nbe be9 18ten 3[a^r]^unbert8 erl^alten. 

§♦ 26» 2)etermtnantc eine« ®)sijicm8 toon Ballen- 

!• saSenn ein Qnabtat bon ßtcmenten gegeben ift b. 1^. n^ gte* 
mente (3ci^len), ie n in n Stetigen geotbnet, bon bencn ba« fcte bet tten 
3eile (ba« ite bet Wen Sotonne) butd& aik bcieid&net toitb, j. S. 



«11 


«12 • • «m 


«21 


«22 • • «2b 


• 

«»1 


«b2 • • «BB 



fo betjiel^t man nntet bet 2)etetminante*) biefe« Softem« einbe* 
ftimmte« ^(ggtegat aüet ?ßtobncte bon ie n gtementen, beten nid^t jtoci 
einet ^tiU obet einet Sotonne angel^Bten. 2)a« ^tobnct bon n @Ie* 
menten «& «ga Oht . . ift ein ®tieb bet üDetetminante, toenn fotool^t bie 
3eiten=^5Rummetn fgh , . ate and^ bie Sotonnen*5ßummetn rst . . $ct=« 
mutationen bet n S^ummetn 123 . . finb; ba« 3^i^^« *>ißf^^ ©liebe« 
ift + obet — , ie nad&bem fgh . . unb rst . . ^etmntationen betfelben 
eiaffe (§. 24, 6) obet nid^t in betfetben 6taffe finb. 3n«befonbete ift 
ba« au8 bet ^Diagonale a^ . .«nn gebilbete ^tobnct ein ))ofitibe« ®tieb 
bet Detetminante, ba« 8lnfang«glieb betfetben. 

Slu« einem (Stieb bet ©etetmtnantc g. S. a^^ a.^^ ^3 • • I^^^^^ 
man afle (Stiebet mit ben jngel^ötigen ^eiä)tn ab, inbem man bei nm 
betänbetten 3cHen*9iummetn bie Sotonnen^SZummetn obet bei unbet* 
änberten SoIonnen*»9lummetn bie 3citen^5Rummetn bntd^ aüe i^te ^et* 



*) 2)ie ®efdS;id&te unb bie »eitere ©nttoidelung bicfer gormen finbet man in ber 
@(i^rift be« ©erf. über Determinanten. 
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mutattoncn erfcfet. 3. ©. ba« (Stieb a^ a^^ «ht • . Icinn aue «ff agg ahu 
. . unb au« «„ «sb «tt • ., bic 6ctbe üoit a^i «22 ^33 • • "^^^ ^^^"^ 
fd^icbcn finb, abgeleitet »erben, (m ienem burd^ ^ermutation ber 
So(onnen*5Rummern, au6 biefem burd^ ^ermutation ber ^t\{tn^yi\xmmzxn. 
SBenn bei bcm Uebergang bon /^ä . . ju r«« . . ein B^i^^^to^^f^I 
fiattfittbet, fo ift bieg aud^ bei bem Uebergang bon r«t . • ju /^ä . . ber 
gaü; burd^ beibe Ableitungen finbet man biefetben ©lieber mit ben* 
[elben ^tiiftn. 

ÜDie Determinante be« ©Aftern« bon n^ Elementen l^at n! ©lieber, 
ebenföbiel negatibe aM pofitibe. Sie ^eigt nten ®rabe«, »eil if)re 
©lieber ^robucte bon n gactoren finb, unb tpirb burd^ Sinfd^tug be« 
©^ftem« jtPifd^en ßinien ober burd^ ba« mit bem ®o<)})elieid^en + unter 
ein ©ummirungdjeid^en gefegte änfangöglieb bcjeidf^net: 





"11 «12 • 


• «in 










«21 "22 • 

• • * 


• «9n 


= 'S ± a,, a^ 


• • ««. 




\X «n2 • 


• «n« 






!£>te S)eterminanten 










«u <*ia • 


• «m 




«11 «21 • 


«nl 




«21 "U • 


• «2n 




«12 «3i> • 


• «»2 




«nl «.a • 


• «nn 




«m «2n • 


«nn 



bon ©^ftemcn, in benen bie 3eilen beö einen mit ben Solonnen be« 
anbern übereinftimmen , finb bon einanber nid^t berfd^iebcn, weil fie 
baffclbe »nfangdglieb l^aben, unb weit iebc« ®Ileb ber einen in ber 
anbern mit bemfetbcn 3eid&en borlommt. 
Seifblele. 1 an a.*. „ , 

^ — ^ + a\i «22 = «11 "22 — «12 «21 



*\\ "12 

»21 «22 



1 h 



a c 

c b 



ah — c^ 



a^ 
«2 ^ 



2 ^2 
«3 ^3 ^3 
a h g 
hl f 
9 f c 
a 6 c 
a ^ h g 
h h{S f 



+ 03^1^2 — «3*2<^1 



Oj^jCg 



ahc 



ap — hg^ — cä2 + %fgh 



= a2/2 + 52^^ + c2ä2 — ^abfg — lacfh — V)cgh 



JO 
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Stögemeine 3lntj>mcti!. 



2, aaSenu im ©l^ftern ber (Stemente ätpei |)arallete Steilheit ux^ 
ian\(i)t merben, jo med^feü bie ©eterminonte ba6 ä^^^ä^"- ^^"" ™ 
©Aftern ber ßlemente jtpci paraQele 9ietl^cn einaitbev glei^ finb, [o ^at 
bic ÜDeterminante bcn äBcrtl^ 0. 

SctDciö. 3ft Ä bic ©cterminantc bcö gegebenen ©^fteraö, E' bie 
3)eterminantc be« ©l^ftcm^; ba^ au« bcm gegebenen ©ijftem burc^ 3Ser^ 
taufd^ung t>on jtpei parafleten SRei^en abgeleitet tüovbeu, fo fommt ba^i 
Slnfang^glieb bon i? in Ä negatib bor, tt?ei( e§ anö bem Slnfangögtiebe 
üon -ß burd^ äJertaufd^ung t>on jtoci erften ober üon jmei jmeiten 5Kuin^ 
mern gebilbet ift. Slöe anbern ©lieber bon E' fommen in E ebenfaü« 
mit ben etitgegengefetjten 3^'^^" ^"^^^ ^^M fie au§ bem Slnfangögtieb 
öon Ä burd^ eine gerabc ober utigerabe 2lnjaI)I 3Sertaufd?ungen Don 
ÜRummern fid^ bilben laffen, toenn fie au« bem ^nfangögüebe bon E' 
burd^ eine ungerabe ober gerabe Slujaljt SSertaufc^ungen gebilbet toaren. 
!Ca^er ift E' = — E, 

SBenn bie bertaufd^ten SReil^en einanber gteid^ finb, fo ift E' i)on E 
nic^t berfd^ieben, alfo -ß = — Ä b. l). i2 = bei beliebigen gtementen. 



C<2 ^^ 



«1 ö, 


<^i 




«1 C, ^1 


«2 


b.y C2 




^ 


«2 h 


^2 


= — 


«2 C2 ^2 ^^^ — 


«1 


5i c, 


=: 


6. 


«3 ^3 


<^3 




«3 C3 63 


«3 


^3 ^3 




*: 



a Aj 


o 


«2 


6 J, 


6 


02 


c c, 


c 


«•2 


<i dl 


d 


d. 



= 



3t SBenn man »on bem (Softem ber fi'^ Elemente m 3ei{en au^^ 
toä^It unb bon biefcn ebenfobiel ßolonnen, fo er^äft man ein partiatcd 
Softem bon m^ Elementen, beffen üDeterminantc eine ©nbbeter^ 

minante mtcn Orabet be« gegebenen ©Aftern« ^eigt. 6« giebt yj 

©ubbetcrminantcn mtcn ®rabe« unb ebenfobiel (n — w)ten ®rabeö 
(§. 25, 2). !Demnad^ lommen bei bem gegebenen Softem in S3ctrad^t 
außer ber Determinante nten ®rabe« 

n2 ©ubbeterminanten (n — l)ten ®rabcö, 

(2) ®"^^^*^^^^^^"^^" (n — 2)ten ®rabe«, 

u. f. to. S)ie ©ubbeterminanten erften ®rabe« finb bie einjctner 
SCcmente. 

2)ie Kombinationen bon Je m unter ben 5Wummern 1 bi« n, bereu 

e« ft =- f ^j giebt, werben beliebig nummerirt, unb bie ju ber tten 
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(Sombination ber ^tiUn unb bcr Wen Sombiitatton t^rer Solonncn gc== 
^örenbe ©u6beterminantc »irb burci^ pi\ bexcic^nct. @o bitoet man 



baö Softem bcr ©ubbcterminantcn wtcn ®rabed, »ctd^c bei 
bem gcflcbcnen Softem t)on ©Icmentcn Dorl^anbcn finb. 

4. 3ö>« ©ubbeterminantcn, beten ®rabe fid^ ju n ergonjen, 



;?ik == -s + a^ 



«f «/9g 



«ttb ^.j^ = i: + a^ a^^ . 



^ci^en abiungtrt, toenn ber SSerein ü)xtx 3etIen^5Wummem aß..Qö, 
unb ber 35erein il^rer SoIonncn^9lummern fg..tu.. 5ßermutattonen 
berfetben Sfaffe bilbcn. 2lbinnfllrt finb j. 33. 

^ + «22 • • «nn Uttb ttjj 



«im unb -^ + «11 «22 



Sei n = 5 finb abj[nnflirt 
«34 unb 



mei( 3 1 1245 unb 4 1 1253 $ermutationen berfetben S(affe finb; 



«11 


«12 


«15 


«1» 


«21 


«22 


«25 


«2J 


«41 


«42 


«45 


«4$ 


«51 


«52 


«55 


«58 



«15 «12 
«35 «32 



unb 



«21 «23 «24 
«41 «43 «44 
«51 «53 «54 



»eit 13 1 245 unb 52 1 134 ju berfetben (Staffe gel^örcn. 

SBcnn p.^ unb q.^^ abjiungirte ©ubbetenninanten pnb, fo pnb bie 
©^fteme (3) 

-?^ll • • P\fi qw • • ö'lA* 



P(l\ ' • Pflfl qiAl • • ^(AfA 

obiungirte ©^fteme bon ©ubbctcrminanten beö gegebenen 
©Ijfteut«. 3nöbefonbcre finb bie ®^ftemc 



■•ii 



"In 



«11 • • «In 



••nl • 



"nl • 



ibiungirt, menn burd^ «j^ bie bem @tement a.^ abjungirte ©ubbeter* 
ninante (n — l)tcn ®rabe8 bcjeid&net »irb. 

5. aßenn bie ©nbbetermtnanten mten unb (n — m)ten ®rabc^ Pj^ 
nb ^jj, abiungirt finb (4), fo pnb atle ©tiebcr be« ^robncW p.^^ q.^^ 
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©lieber ber Determinante nten ®rabeö R bed gegebenen ©^ftemö. 
Denn ba^ Slnfanfl^gtieb be« ^JSrobucte 

ift ein (Stieb t>on B (l). 5Kad^ SSertanfd^ung bon jmei erften 9iummern 
a, ß flnb ßa . . QO . , nnt> fg . . tu . . 5ßermutattonen nid^t berfelben 
Staffe, atfo ift — a^^ a„^ . . ein ®tieb t)on p.^^ unb ba« ®Iieb bc« 
^robuct« 

— «/?f ««g • • ^Qi ^<Tn ' ' 

ein ®tieb t>on Ä, u. f. tt). 

Ueber^npt ift 2 ± a^^ a^^ • • «^t «<tu • • = ^ (2). S)ie ®tie^ 
ber i)on E, metd^e bie Stemente a^^, ^ßg^ - • cntl^ctlten, finb in 
ber gormel a„^ «^g . • -S + a^^ a^^ . . »vereinigt. 2)ie ®(ieber t)on 
-^ + «11 • . «55 ^eld&e ba« gtcment «2 3 entl^alten, finb in «33 ^ + 
^12 ^31 «44 <^55 bereinigt; bie ©lieber, meldte agj , «^4 entl^atten, merben 
bnrd^ «21 0^4 2; + agj «43 «55 auögebrücft. 

6. S33enn bcm ©Aftern 



beffen Determinante bcn SBert^ R ffat, baö Softem 



abiungirt ift (4), fo l&at bie an« jtoei Seiten (ßolonnen) ber beiben 
©^ftemc j. ©. au« ber tten. 3eite (So(onnc) be« einen unb ber fcten 
3eite (Solonne) be« anbem Softem« burd^ fucceffibe SIRuttiplication ber 
©temente unb Slbbition ber 5probucte conH)onirte gormet 

«il «kl + «12 «1C2 + • • + «in «kn 
«li «Ik + «2i «2k + - + «ni «nk 

t)cn SBertl^ -ß ober 0, ie nad^bem i unb k gteid^ finb ober ungleid^. 

55ett)ei«. 35ie ® lieber ber Determinante entl^alten bon ber «ten 
3eilc (Sotonne) enttt?eber ba« Ite (Slement, ober ba« 2te, ober ba« 3te, 
u. f. n>. (1). 5Run finb bie ©lieber ber Determinante, mtcSft ba« 
(Stement a,^ entl^atten, in bem ^JJrobuct a.^ a^^ bereinigt (4, 5). Sllfo 
umfaßt bie ®nmmt 

«il «il + «i2 «12 + • • ^^^^ «li «li + «2i «2i + • • 

aüe ®lieber ber Determinante. Dal^er ift 

«kl «il + «k2 «i2 + • • ^^^^ «Ik «li + «2k «2i + • • 
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tk 'Determinante be^ ©i^ftem«, toetc^eö au^ beut gegebenen @^ftem 
baburci^ erl^alten tülrb, bag man bie ite 3^^^ (Sotonne) burd^ bte fcte 
crfefet. 3)ie 3^^'^« (Solennen) biefe« ©Aftern« finb ntd^t attc bon ein* 
anber üerfd^ieben, alfo ift bie Determinante biefeö ©l^ftemö nnfl (2). 



^1 "2 



Söeifpiel. S33enn b b^ b^ unb ß ft ß^ abiungirt finb, b. 1^. 



c c. 



y yi y2 



h 


*2 


Cl 


Ci 


<'l 


<-'■! 


«I 


«•2 



^ &2 



ßi = 



yi 



1^2 * 

«2 «I 
^2 6 



ßz = 



y2 = 



|5 b 

I C C] 

c c^ 

a a 

a «1 

b b 



tpenn bie 2)eterm{nante beö gegebenen @^ftem^ -ß ift, fo ift 

aa + ajttj + «2^2 = -ß aa + ^/5+^y = "^W-f-^- 

fea 4" ^i^'^i + ^2*''2 = ö ^1" + ^\^ + ^ly = ö 

c« + Cj«! + 02^2 = a^a + ^2!^ + ^2y = ^ 

7.^ SBenn aüe ßlemente einer SRei^e be« gegebenen Softem« null 
finb, fo ift bie Determinante null. SBenn nur ein ßtement einer SReil^e 
nidjit nuö ift, fo faöen bie ©lieber ber Determinante njeg, toetd^e jene« 
glement nid^t entl^atten. 



H\ «12 "13 







032 



«22 "23 



^33 



«22 ^23 
= aji .«32 «33 



'11 


«12 «13 


«14 





«22 «23 


«24 





«33 


«34 





«43 


«44 



= "11 "22 



"33 "34 
»43 «44 



S33enii aöe Sfemente einerfeitö ber Diagonale nufl finb, fo bleibt 
nur baö Slnfangöglieb ber Determinante übrig. 

Umgefc^rt fann ein gegebene« Softem ol^ne SSeränberung feiner 
Determinante mit einem SRanb befefet werben, ber an ber ©))ifee 1, 
einerfeit« 9Juüen, anbrerfeit« beliebige Elemente entplt. 



a a 

b b' 



10 1 

r I 

~ \xaa j 
\y bb'.\ 



1 t u 




a a' V 


aa 


= 


b b' w 


b b' 




1 
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8. SBenn man aüe (Stemente einer Sßeil^e be« ©Aftern« mit einer 
3al)I multtj5licirt, fo wirb bie ^Determinante bed ©Aftern« mit berfelben 
^ai}i multi^ticirt. '©abei gel^t (6) 



«Ik «Ik + «2k «2k 

alf> B in pB. 3. SS 



+ . . über in pa^y^ «,i + pa^ «jk + • 



P^i «2 «3 




POl 


P«2 i'öa 






a 


<h «3 


P^i h h 


= 


ftj &2 *3 


= P 


\ h h 


PCi C2 C3 




Ci Ca C3 




Ci «2 C3 




a a 




— a a 




a' a 




^^ 


b &' 


_ 


-& b' 


*■" 


b' b 






a pa a' ( 


a a a 






b pb b' 


= p 


b b b' 


= 




c pc 


c 




c c 


i 


•'1 





SBenn bie Stemente einer SRei^e ju etnanbcr fid^ utf^altm, h)ic bic 
(Stemente einer |)aratleten JReil^e, fo ift bie S)eterminante nuti (2). 

Ö. SBenn bie Stemente einer 9ieil^c jjof^nomifd^ jinb, fo ift bic 
Determinante beö @l;ftemö bie ©umme mcl^rerer Determinanten. 

Pi + Qi + ^i « 





Pi «12 • 




5'l «12 • 




r, a^^ . 


~ 


P2 0^22 • 


+ 1 


Q2 «22 • 


+ 


^2 «22 • 



Senn nnter ber SSoranöfetäung a^^ = p. + ^. 4- r. I^at man 
^ = «ik -^iic + «2k «2k + • • 

=Pl «ik+P2«2k + -' + ^l «lk + ^2 «2k + ..+ ^1 «ik + ^2 «2k+- • 

SBenn man p ben Elementen einer ßolonnc (^zxU) bte ßlcmente 
einer anbern mit einer betietigen ^a^ multtplicirten Sotonnc (Bette) 
ber 9teii)e nad^ abbirt, fo bteibt bie 35etermlnante unberänbert. 



a aj a2 




b b^ &2 


=: 


C Cj C2 





a -|- pa^ aj 03 

C -|- /?Ci Cj C2 



n)eif 






= 



Da^er ift 



ft, Cj 



^1 



62 ^2 1 X =: j a2SC -|- ^2^ ~H ^2^ 
«3 ^:t ^'3 I I «3^ + hl/ + ^3^ 

1 



■y yi~y 



V Vi—y yy 



b, c 
h c 
h c 


1 

2 
3 






111 


= 


X rr, x.^ 1 




y 


y\ ^2' 
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10. ©er ©a^ (6) gi(t in gteid^er SBeife für bie abjiungirtcn 
©^ftcmc (4) 



11 



'XfJi 



'11 



'1^ 



P Q 



^fil * ' /^f^ /Ml ' ' ^fifi 

SDic au« jtoet 3eUen (Sotonnen) ber beiben ©^ftcmc conH)onirte gotmcl 

^il^ki+^i2^K2 + 
^li^lk + ^2i^2k + 

f)at bcn SBcrtl^ E ober 0, ic nad^bem i unb fc glctd^ finb ober ungleid^. 

Setoefö. ®ie ©lieber ber Determinante 22 entl^alten bon ber 
tten 3rften^Sombination bie ßfemente enttoeber ber Iten Sotonnen- 
Kombination, ober ber 2ten, ober ber 3ten, u. f. ». 5Run [inb bie 
©lieber bon E, toeld&e bie ©nbbeterminante p.^ enthalten, in bem 
^robuct p.j^ q.^^ bereinigt (5). älfo umfagt bie (Summe 

/^ii^ii + i^i2 ^12 + • • «>^er p^, q^. + ;?2i^2i + • • 
aüc ©lieber ber ©cterminante. ©al^er ift Py^iq^i + I?k2 5i2 + • • ^i^ 
5)etcrminante be« Softem«, toetd^e« au« bem gegebenen ©Aftern babnrd^ 
erl^alten »irb, bag man bie ite 3eiten:«Sombination burd^ bie fcte erfefet. 
©ie 3eiten biefe« Softem« finb nid^t aüe Don cinanber berfd^ieben, 
alfo ift bie Determinante beffetben nuß. 3. 23. 



a^ «2 ^3 ^4 

^1 ^2' ^3 h 

Cj C2 C3 C4 

^1 ^2 ^ ^4 



= 12 I 34 + 23 I 14 + 31 I 24 

+ 34 I 12 + 14 1 23 + 24 I 31 



xoenn 12 1 34 = 



= 12 I 345 
+ 13 ( 425 
+ 14 I 235 
+ 15 1 243 



ioenn 12 | 345 = 



*•! "2 

b, b. 



^3 ^4 



U. f. tt). 



+ 23 I 145 + 34 I 125 + 45 | 123 
+ 24 I 315 + 35 I 142 
+ 25 I l34 



«1 «2 

b. b. 



d^ d^ ^5 



U. f. tt)! 



11. 3Benn bie Determinante beö gegebenen Softem« nuü ift, fo 
öerl^alten fid^ in jebem @l)ftem bon ©ubbeterminanten oie Elemente 
einer 3eile (ßotonne) jn cinanber ber JReil^e nad^ roic bie gfemente 
einer anbern 3^^^^ (ßolonne). 
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Öemeie. Unter ber 33orauöfe|^ung, i>a^ i? = 0, unb bü§ «,,, j 

«i2' ■*' «in "^«^^ ^ö^ ""^ 1'"^' ^''^^ ^"^^ ^^" 35ereut üon ©feid^ungen 

«11^1 + • • + «lu^n =0 
«ul^l + - + «un^u = ^ 

bie ^ro)3ortion ar^ : a;^ : . . : a7^ beftimmt. Set beHebigem X genügen 

ben ®(eic^ungen, in ^ücad)t bag j 

null ift (6). 2)a^ev ift a.j : a.^ : . , = rr^ : icg : . . unabhängig t>ott 1 

ber 3eilen^3^tunimei. 

2luö (8) fd^Iiefjt man ipeiter, baß alte S)etenninanten jU)eiten unb 
l;ö!^ern ©rabeö für bag ©i^flem ber ©ubbetermtnanten 



nuß finb. ©tefefben ©d^füffe gelten auf ®runb bon (10) für baö 
®l;ftem /?,,.. j» 

12* Sluö ben gegp^enen (rectongutären ober quabrattfd^en) @^* 
ftemen 

ml ran 

iDerbe baö ©i^ftem bon m'^ pot^nomifd^en Stententen 



coni|)onirc, unb jtöar (\^ axi^ ber zten ^^i^e beö erften ®l;ftem§ unb 
an^ ber Ä:ten 3^^^^ ^^^ jiueiten burd^ fucceffib" 2Jtutti^)(ication ber 
Elemente unb 9Ibbition ber ^robucte a(fo: 

c, = a., 6, , + . . 4- a. J, =. E a..h.. < == 1, 2, . ., n) 

1 k il kl ' ' m kn it kt 'ff f ^ 

I. 2)ie 2)eterminante beö componirten ©^ftemö l^at boö 
Stnfang^gtieb 

^11 ""^.H. • • = f «lt^t ^ «2u V -^ «3t V • • 

t U V 

= ,^ («lt«2u«3v ■• *lt*2u*3v ■•) 

tllT . . 

eine Summe, bereu ©lieber entftel;n, tyät;renb t, «, v^ . . bic 5Wum> 
mern 1 biö n burd^taufen. 
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8lu« bem SlnfangÄglieb eutftel^n bie übrigen <$Jüeber ber gefud^tcn 
^Determinante, toenn bei fijirten '^txizvi^'^yxxcmtm für bie golonnen^^ 
3?ummern alle ^erniutationen berfelben eintreten (1). Sei unberänber* 
ten «, M, i?, . . finbet man iebe^mal alle ©lieber ber Determinante 
-S + ^it*2u^3v •• ^^^ ^^^ gemeinfd^aftlid^en gactor «u «211 St • • • 
SHfo ift 

^± ^11 ^'^^83 "^ ^ K«2a«3v '• ^ ± ^t*2u^3v ' 
tuv . . , ' 

aBcnn t, u, V, .. niäft alle berf (Rieben [inb, fo ift £± ^it^2u*3v •• = ^• 
^at)tx erl^ält man alle ©lieber ber ©umme, inbem man für tuv . . 
ie m Dcrfd^iebene 5Rnmmern ber SRei^e 1 bi« n fe^t. 

IL SBenn w < n nnb menn man anftatt einer bcftimmten Som- 
bination tuv . . beren ^ermutatiorien fefet, fo l)at 2 + ^t*2u^3v • • 
bcn SSBertl^ Q ober ben SBertl^ — Q (2). Dal&er liefern bie entfpred^en; 
ben ©lieber ber jn bilbenben ©umme aüe ©lieber ber Determinante 
2 ± «itÖ2uSv • • ^*^ ^^^ gemeinfd^aftlid^en gactor Q. golglid^ ift 

tuv. . '' 

eine ©umme, beren ©lieber babnrd^ gcbilbet »erben, bag man für ^mv .. 
alle Kombinationen bon m uerfd^iebenen 5ßummern ber »teilte l bi« n 
feftt. 2)ie Determinante beö com})onirten ©^ftem^ ift bemnad^ bie ©umme 

bon ( ** j ^robncten cntfpred^enber Determinanten mten ®rabeö ber beiben 

gegebenen ©^fteme. 

III. ©enn m = n, fo lann man für tuv . . nur 123 . . fe^en 
nnb finbet 

Die Determinante be« comt)onirten ©Aftern« ift ba^ ^robnct ber Deter* 
minantcn ber beiben gegebenen ©^ftemc. 

IV. SBenn w > n, fo finb alle ©lieber ber ©umme 

^^ KvSv ••-^±^t*2u*3vO 

tuv ... 

null, alfo ift bie Determinante beö componirten ©i^ftemö nuH. 
Seifpiel. Die Determinante bc« auö ben ©i^ftemen 
«1 ^ ^i A 9\ Aj 

«2 62 ^'2 f'2 9-1 ^2 

componirten ©^ftem^ 

«1/1 + ^^t + ^1^ «1/2 + ^l92 + <^\ ^2 

«2/1 + ^2^1 + <^2^H «2/2 + ^29i + '-2^2 
U)irb be^eid^net tnxcSf 
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Slttgcmetitc ^Iritl^mcttf. 



/i Sfi K 

h 92 ^2 

unb aufgelöft in bic ©ummc bcr ^robucte 



«1 \ 

«2 ^2 



«1^(1 /i 9i 

«2^2 11 fi 92 



+ 



«1 Ci |l/i Äj 
«2 ^2 I i A ^2 



+ 



^ Cl I 



9i ^\ 
92 ^2 



2)ic 35ctcrmittantc bcß auö bcn ©^ftcmcn 
«1 ^1 <^i /i ^1 Äj 



2 ^2 
'3 ^3 



/3 0^3 A3 



2 92 ^2 



componirtcn ©Aftern« 
«1/1 + h9i +Ci^\ 

«2/1 + ^2^1 + ^2^1 
^3/1 + ^3^1 +<^3^1 

ift baö ^robuct 



«1/2 + ^1^2 + ^1^2 

^2/2 + ^25^2 + ^2^2 
«3/2 +^3^2 +^^3^2 



«1 /3 + ^1 5^3 + ^1 A3 
«2/3 + ^2 0^3 + ^2^*3 
«3/3 4- ^3 ^3 + ^3 ^'3 



1 ^ 

2 *2 

3 ^3 



/l 9l K 
fl 92 ^2 

fs 9z h 



2)ie ©ctcrmlnantc be« au« bcn ©^ftemcn 



«1 ^i ^1 

«4 ^4 C4 

componirtcn ©Aftern« 

«1/1 + ^^1 + ^1^1 



«4/1 + ^\9i + ^\^\ 
toirb bcjctd^net burd^ 

«1 *i ^1 1 1 /i 5^1 ^1 



/i ^1 Ät 

/4 9\ h 

• • «1/4 + \9i + C\K 

' ' «4/4 + ^40^4 + C4Ä4 



«4 ^4 C4 I I /4 ^r^ A4 

unb ift null unb in bcr S:^at nid^t öcr[d^icbcn üon 



«j ftj Cj C?j 



«4 ^4 C4 d^ 



/i ^1 ^1 ! 



I _ 



= 



fi 9x K 



13« SBenn bcm ,©^ftcm a^^ . . a^^, lücld^e« bic ^Determinante 
R l^at, baö ©Aftern n^^ . . «^^ abjunairt ift (4), fo t^erl^alten fid^ bic 
©ubbeterminanten mitw ®rabeö beö ©ijftem« « ju cinanbcr, h)ic bic 
abjungirtcn bcr entfprcd^enben ©ubbeterminanten beö ©^ftem§ a. 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 27. ^Probttcte unb ^ßotcnjen bon ?JoCi?iiomten. 155 

S3cU)ctß. !Dcr ©ubbetcrmmantc mtcn ®rabc« 2; + «ßC^j^-.. fct 
bic ©ubbctcrmtnantc (n — m)tcn ®rabc^ 2: + cj?^«^^ .. abiungirt, 
loclc^cr bic ©ubbctcrtninaittc ^ + a^a^^ . . beö ©ijftcut^ a cntfprtd^t 
au« bcn (S^ftemctt bon je n^ glemcnten 



«fi «fk • • 


«fa «fr • • 


«fi«ft 


• «fa% •• 


«giV- 


W-- 


«giv 


•• W-- 


• • • • 


. .. 


.. . 





0.. 


1 .. 


«ri «rk • 


m TV 


00.. 


l .. 


«Bi «Bk • 


sn SV 



tDcrbc ba« ©Aftern bon n^ glcutcntcn c^^ . . c^^ cottH)onirt (12). ÜDann 
l^at in bcn m crftcn Solonncn c.,^ ben SBertl^ i2 ober 0, ic nac^^bcm « 
unb k gleid^ finb ober ungleid^ (6). 'Die folgenben ßolonnen (inb bon 
ben cntfpred^enben ßolonnen be§ i^eiten ©Aftern« nic^t ber[dt>ieben. !Da§ 
^robuct ber ©eterutinanten ber beiben ©^ftemc ift bic !I)eterminante 
beö componirten ©i^ftemö (12, III). Daö erfte ©Aftern ^at nad^ ©trci*= 
e^ung ber 5Ranber mit ber ©pifec 1 bie Determinante Z + a^^a^^ .. (7). 
2)a« jtoeitc ©^ftem f)at bie Determinante R (5). Da« componirte 
©Aftern l^at mäf ©treid^ung ber 9iänber mit ber ©pifee R bic !Deter=* 
minante JR?^ 2 ± a^a^ .. (7). Slffo ift 

folglid^ ~ fi gk n: „, SV • 

für alle (Kombinationen wter Slaffe fg..\xniik,., 

Sndbefonbere ift 2: + «u . . «^ = B^'\ SBenn -S + a^^ . . a^^ -- 12, 
fo ift 2 ± «21 «43«^, : £ ± a^a^ = R^ u. f, ti). 

©erfcJbc ©afe gilt auf ®runb bon (10) für bie ©ubbetcrminanten 
beffetben ®rabeö ber abiungirten ©^ftcme p^^ .. p unb q^^ .. q - 



§. 27. ?Jrobucte unb ^otenjen öon ^ol^uomiem 

i^ti^ §. 93.) 

1* S)a« ^robuct («j + x)(ö2 + a?) _ (a^ + a) giebt cntnjiddt 
eine ©umme bon 2" ©tiebcrn. ©a« Slnfang«gtieb ift ba« ^robuct 
aüer erften ©lieber ber ©inomien a^ a.^ . . a^ ; ba« ©diiluggtieb ift ba« 
^robuct aüer jtociten ©lieber x\ !Die ©lieber be« ^robuctö, »etc^ie 
ben Factor x^ gemein l^aben, entftel^en burd^ 3Rulti))lication bon ie 
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156 Sittgemeine Stritl^metif. 

n — fc erften ©(icbcrn ber ©inomtcn uub bcn ätt>eitcn (Sitebern ber 
übrigen ©inomien. ©er Soefficient bon x^ ift bemnad^ bie ©ummc 
ber ^robncte t^on je n — k üerfd^iebenen ©rößen anö ber Sfieil^e 
«I / <-ht • • / ^n. Um biefen Soeffirienten jn berechnen, bilbet man bie 
Kombinationen (w — Ä:)ter Sfaf[e ber glemente a^, a^» . .f «n- 3- ®- 
{a-\~x)(h-\-x){c'\-x){d'\-x) = ahcd-\-{dbc-\-ahd-{-acd'\-hcd)x 
+ (a6 + ac + ofl[+6c + 6c/ + cc?)a?2 + (a+^» + c+rf)a;3 + a:4. 

2Benn tnöbefonbere aüe ©lieber a^, a.^, , ., a^, einanber gteici^ 
[inb unb ben SBcrtl^ a l^aben, fo ift ber Soefficient bon x^ bie ©nmme 

bon ( ^ j ©fiebern, beren jebeö ben SBertfy a^-^ l^at. S)a aber 
(,lj = (r)i^^^^^^ältman 

iDie §. 23 an« anbern ©rünben enttoidelt iDorben ift. 

2, ©ie ^otenj {a ^ h + c + . .y fliebt enttoideft eine ©nmmc 
bon ©liebern, bie Je n gactoren an« ber Steige a, h, c, . , entl^alten 
uub au« ber allgemeinen gormel 

«! p! y! . . 

baburd^ l^erborgel^en, baß «, |3, y, . . . anf alle mögüd^e 9lrten glcid^e 
ober ungleid^e SBertl^e bon bi« n erl^alten, beren ©nmme iebeömal 
n beträgt*). 

SJetoei«. 2ln« ber Dteil^e ber n ^o(J?nomien a + i''+ c -f- . . 
iDäl^le man «, um au« il^ren erften ©fiebern «« jn bilben. 3lu« ben 
übrigen n — a ^otl^nomien iDäl^Ie man /3, um au« tl^ren jmeiten ©lic^ 
bern h^ ju bitten. 5lu« ben übrigen n — a — ß ^ol^nomien toaste 
mau y, um an« xijxm britten ©fiebern i^ ju bilben, u. f. f. SBenn 
mau ba« ^robnct a'^ißcr , . auf aße mögfid^e Slrten gebilbet l^at, fo 
Ijüt man aüe ©lieber ber gefud^ten ^otenj. 

ajjan fann aber a« auf (j berfd^iebene Slrten bilben, meit e« 

fobiel Sombinationen «ter Slaffe ber n ^ol^nomien giebt. äJian fann 

banu ebenfo b^ auf (^ j berfd^iebene ^^rten, bann er auf y' ^ ^ j 

berfd(;iebene 2lrten, u. f. lo. bitben. SWan lann folgfic^ a«fc^ auf 



*) ^txhnx^ an ^c^. SBeriioiiüt .1695 2«ai A- 33evgl. tlügel mat^. SB. 
3 p. 832. 
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§. 27. 55robucte imb ^oteni^en bon ^olijnomien. 157 

(3(7^) .crjc^iebene ^^rten, a-t». auf (:)(7")C~rO 
öerfd^icbcne Sitten, u. f. id. bUben. ©al^cr erhält ba« ®ttcb ft^fc^t^ . . 
ben goefficicnten 

(n\fn — a\/n — a — ß\ n! 

U.A (3 A y ) ' ' ~ «! 15! y! .. 
b. i. bic Slnjal^t ber ^crmutationen bon n ©(emcnten, beten « ben 
SBettl^ a, ß ben ©ettl) 6, y ben SSett^ c, . , t)aben (§. 25, 4). 

Söetfpiet. SBcnn n = 4, fo finb fotgenbe gombinationen bet 
@fponenten mSgßd^: 

4 3 1 2 11 1111 
2 2 
3Wan bilbe nun bie Sombinationen Itet bt« 4tet Sfaffe bet ©te* 
mente a, 6, c, . . unb ne^me bie Stemente 
in jebet (Kombination Itet Stoffe mit bem (Sfponenten 4, 
in iebet Kombination 2tet (Ktaffe bet 9?eil^e nad^ mit ben @$))onenten 

3, 1 1, 3 2, 2 

in iebet Kombination 3tet Klaffe mit ben Sfponenten 

% h 1 1, 2, 1 1, 1, 2 

in jebet Kombination 4tet Klaffe mit bem @f|)oncnten 1. 

!Oie ©liebet a^ . . etl()alten.ben Koefficienten ' ' * = 1. 

12 3 4 
.!Oic ©liebet aH, ab^, . . etl^alten ben Koefficienten ~\~^ ö~^= 4. 

üDte ©liebet «252^ etl&alten ben Koefficienten ' ' ' = 6. 

!Oie ©liebet aHc, ah'^c, . . etl^alten ben Koefficienten ' ' ' = 12. 

Die ©liebet abcd, . . etl&alten ben Koefficienten 1.2.3.4 = 24. 

äöetbcn bic Summen btefet ©liebet bet JRcil^e nac^ butd^ 
Za\ üa^b, ZaH'^ ZaHc, Zahcd 
unb ba^ ^oHjnomium a -\- h -\- c + . , butc^i P bejeid^net, fo ift 

P^ = Za^ + ^Za'n + 62;a2fe2 _|. x^IkiHc + 2\2abcd. 

analog l^at man 

P'^ = Za^ + 2Eab, 

pa = Ea^ + '62an + ^Zabc, u. f. tO. 
Um bei bet ^jJotenjitung mit 6 j. ©. Za^b^c batjuftcllcn, bllbct 
man bie Kombinationen 3tet Klaffe bet Kiemente a, ft, c, . . unbgicbtben 
Klementen ber einjelnen Kom})lefionen bet Steige nad^ bie Kf))onenten 
3, % 1 3, 1, 2 2, 3, 1 u. f. f. 
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^ttgememe tlrit^tnetif. 



3. Um bie ^otcnj {a^ + a^x -{' a^x'^ + . .Y in eine ©umme 
i5on ©Uebcrn mäf ber {Rctl^e ber barin borfommcnbcn ^otenjen öon ar 
georbnet }u enttotdeln, bitbet man bie (EomMnationen nter klaffe ber 



gicmcttte oq, a^, 03, 



beten jiebe« nmal gefefet »erben lann, fo 



bag bie ©ummen ber 3nbiced in ben einjetnen (Kombinationen ber Steige 
nad^ bie SBertl^e 0, 1, 2, . . l^aben. S^enn eine Kombination avA a 
(Slemcttten a^ , ß gtementen ai , y Slementen a^, , . befte^t unb bie 
©umme ber n Snbiceö a .0 + /3. 1 + y . 2 + . . = *:, fo ift (2) 

ein ©lieb ber gefud^ten Steige, metd^ed x^ entpit, meU 

«0* («i^y i^^^y . . = «0* «1^ (h^ . . a:^+2r+- 
aWan flnbet alle ©Heber, in bcnen a* Dorfommt, njenn man bie ^af)l 
k aud n ungleid^en ober gleid^en 3nbice9 ber ©lieber be^ ^ott^nomium 
0, 1, 2/. . auf aUe berfd^iebenen «rten iufammenfeftt*). 3. S. für 
n = 5 laun man bie Sjponenten bon x auf fofgenbe arten jufara* 
menfe^en: 



au« 


1 aue 1 


2 au« 2 


11 


3 au« 3 


12 


1 t 1 


4 au« 4 


13 


2 2 


112 


1111 


5 aus 5 


14 


2 3 


113 


12 2 


1112 


11111 



6 aus 6 


00015 


2 4 


3 3 


114 


12 3 


2 2 2 


1113 


112 2 


11112 


7 au« 7 


u. f. ». 



•) 2Äoibre Philos. Trans. 1697 p. 619. (Sine recumnte (gitttDiddiing ftnbet 
man Sei Qtnttx Introd. I. §. 76. Uebec bie ^njalEilen ber m^üdiftn ^(ieberungeu 
einer gegebenen äaf)l au^ f (einem S^Wcn ^at du (er Introd. I. c. 16 weiteic Un» 
terfu(i^ungen angeftettt. 
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3ft r, s, t, u, V eine biefer Somi^lefionen, fo ffat ba« ®Ueb 

ar as ot (hl flv 0^-^«+*+^+^ 

Den Soefflcienten 1, toenn 5 gteid^e 3nbice« Dor^anben ftnb, 

* * 5, *4^ SS * * 

20, * 3 * 

ßO, ^ 2 ^ 

* =* 30, :* 2u.2* * * ^ 
^ 10, ^ 2u.3* ** * ^ 

* ^ 120, ipenn aöe 3nbice^ berfdj^icben finb. 
5Die gefud^te ^otenj ift bcmitad^: 



20^0 3aj «3 
lOao W 
30^0 ^«1 ^«2 
5ao öl 4 



lOao^a^^ 

20^0 ^«1 «4 
20aQ ^«2% 
30ao 2«, *^«3 

30^0 ^Ö5j «2 ^ 
20^0 fl, 3öt2 



20ao ^öj a^ 
lOao \ » 
+ 5a.o \ 
20^0 ^«1 «5 
20ao ^«2 «4 

30^0 ^«1 ^«4 

lOao^Oj^ 
20^0 «1 ^0^3 

30aofliS^ 
5a, ^«2 

41* SBenit man in ber {Rcil^e ber ©rößcn «1, «2, . ., 



a:ß+.. 



iebe 



®röge J)on aüen folgenbcn fubtral&irt, fo erl^ätt man (Vj ©iffcrenjen, 
beten 5ßrobuct \xäf anf eine Determinante rebucirt, nämüd^*) 



(«2 — ' «l)(«3 — «l) •; («n — «1) 
• («3 — «2) • • («n — Ö2) 



1 a, a^^ 

1 «2 «2^ 



n-l 
1 
n-l 



1 an a^^ _ a^n-1 



(«n — «n-l) 

©eioei«. ©inb i, k beliebige ßalikn an^ ber 9?ei^e 1, 2, . ., n, 
unb jnjar « < fc; ift P baö gefudfitc ^robuct, ba« ^robuct ber 
©ifferenjen, meiere bie ©rögen a-i unb ak nid^t entl^alten, -ß ba« 
^robuct ber S)iffcrenxcn, toet^e bie ®röge ai , aber nid^t a^ entl^atten, 
S ta^ ^robuct ber SDifferenjen, ipctd^e bie ®r5ge ajc, aber nid^t Oi 
enthalten, [0 ift P= QRS(ai, — ai). SBenn nun ai mit a^ ber^ 



*) (5au(]^»?*« ^eWafe. Scrgl. bc8 S5erf. 3)ctcrm. §. 10. 
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taufest roirb, fo bleibt Q uitDcränbert; i2Ä bleibt unDcränbcrt, tDctl baö 
^robuct jebce ^karei? (rry, -~ ai)(aii — «k) ober («i — flr.h)(ah — «k) 
ober (öfi — «lOC'^k — «h) unberänbert bleibt; a^ — ai aber erl^ält 
ben entßegengefe^ten ffiertl^; bemnad^ erl^ält P ben entgegengefefeten 

3n P tommt junäd^ft afö ^robuct aüer SKinuenben ba« ®ticb 
«/'«2^«3^ . . «n"*"^ bor. gerner fommt jebeö (Stieb, metd&e« auö 
^'i ''02^*^3^ • ■ öfn''"^ burd^ 95ertaufc^|ung bcr 3nbicc^ f^ bilben läßt, 
alö *$robuct aller SKinuenben in einem ^JJrobuct bor, ba« ben SäBerti^ 
P ober — P ^at , Je nad^bem bie "ißermutation ber 3nbice« ju ben 
geraben ober ungcraben ^ermntationen gehört, ©a^er. umfaßt P atte 
©lieber, toeld^e aitö a^ a^ a^'^ . . a^^-^ burd^.SSertanfd^ung ber 3nbice« 
abgeleitet ttjevbeu lönnen, unb jmar pofitib ober negatib, \t nad^bem 
bie *?ßermutationen ber 3nbiceö gerabe ober ungerabe (inb; mttl^in 
t^ätt P aüe ©lieber ber obigen Determinante (§. 26, I). 

Sein ®lieb üon P entl^ält eine ber ©rögcn a, , «., f • • i" ^iJi^erer 
ate (n — l)ter ^otenj, toeil jebe ber ©rögen in n — l Differenjen 
Dortommt. J)ie ©lieber bon P, »orin trgenb jtt)el ber ©röfeen glelcl^e 
(gjponcnten l^aben, finb j)aarti>etfe entgegengefefet gleid^. ffienn j. ©. 
«h" «i^ «k^ . ein ©lieb bon P 'bebeutet; fo ift ai« a/ «k^ . . ein 
ein ©lieb — P, unb — c» « aj a^ . . ein ©lieb bon P. !Oie 
©lieber au" «i^ «k^' . . unb — «j« a^^ a^ . . finb entgegengefeftt 
gleid^, tüenn a ~ ß. ©al^er bleiben in P nur bie ©lieber ber obigen 
Determinante übrig. 

33ou aüen 2»''^''"^^ ©liebern bed "ißrobuctd bleiben bemnad^ nur bie 
I . 2 . . . n ©lieber ber Determinante übrig, alfo 1.2.3 ftatt 2\ 
1.2.3.4 ftatt 2«, 1.2:3.4.5 ftatt 2*«, u. f. f. 

3n bem einfad^ften gaUe ift 

1 a a2 

(ö — a){c — a)ic — b) = \ b b'^ 

1 C C2 

= ab^ — a^b -)- be^ — b^c + ca^ — c^a 

folgli^ aud^ 

ab bc . ea 



(c '^a)(c — b) ' (a — b) (a—c) ' (6 — a)(6 — c) 



V 
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§. 28. gigurirtc Ballen unb artt^mctifc]^c 
^rogrcffioncn. 

i^tU §§. 93. 81. 83.) 

^ ]/ tDefd^c aW Söinomialcocfticicnt, fo 

tt)ie ate Slnjal^l Don Sombinattoncn ober 5Pcrmutationen in S5etradt>t 
gcgogen Sorben i[t (§. 23 nnb 25), ^eißt aud^ bic wte figurirte 
Bal^l.mtcr Orbnung*). S)le 9tej]^c ber fiflurlrtcn Saluten wtcr 
Orbnung ift t>tmm6t 

er) r+r •("+:-•)■■ 

5Dtc crftc figurirte ^af)l icbcr Drbnung ift 1. 2>ic figurirtcn 
Balten erfter Drbnung finb bic natürlid^en 3al^Ien. 5Dic ntc figurirte 
Saf)i mtcr Orbnung erfd^eint a(^ ©untnte bcr (n — 1)ten figurirten 
^af)i ber wten OrDnung unb ber ntcn figurirtcn ^a^ ber (w— l)ten 
Drbnung, ober ate ©umme ber crftcn « figurirten ^affkn (w— l)ter 
Drbnung, loeit (§. 25, 5) 

Zw -f n — 1\ _ /wi + n — 2\ , /^ + n — 2\ 

5)ic ©ummcn ber crftcn 1, 2, 3, . . natilrlid^en 3al;ten finb bic figu* 
rirtcn ^cifXzxi jnjciter Orbnung; bie ©ummen ber crftcn 1, 2, 3, . . 
figurirtcn '^aijitxi jtt)citer Drbnung finb bie figurirtcn ^(Aiitn britter 
Drbnung, n. f. xo., toeil 



*) 2)ic ^iibung ber figurirtcn ä^^ien (^otogorialjal^Jcn u. f. ».) bur^ fort== 
fd^rcitenbc ©ummirung »irb bcr ?i?tpagoreifd^cn ^ti^ulc jugcfdiiricöcn. 2)te ältcficn 
9(b^anblunacn über btefclbcn pnb toon Ü^tcomad^ud Arithm. 11 unb SDio))^antud 
tocrfagt, über totX^t S^cffelmann ©c^. b. 9»geüra p. 201 unb 462 53cn*t cr^* 
flattet. aWit auffuti^una ollgcmeincr gormcin ber fignnrten 3ö^Ien l^abcn im ICten 
nnb 17tcn 3a^r6. W bcfd?äftifit aWonrol^cuö Arithm. I (1575), ©eng Manu- 
ductio ad numerum geometncum Ulm 1621, ganl^^aber n. 31. 83crat Ääjlncr 
®cf(^. b. aWat^. 3 p. 120. 2)ie SDarpettnng einer figurirtcn 3a^I biir$ bie Ono* 
ticntcn ton $robnctcn foJgenber 'j^dl/itn ijl bon 55ermat (©rief an SÄobertoal 1636 
Sf^ot). 4) entbctft hjorben, balb baranf aui^ ton ^^Ja«ca( Traite des ordres nnm^- 
riques. Oeuvres ed. Lahure II p. 440. 

»alfecr. I. 4. «ufl. 11 
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n 



Sffgemetne $(rit!^meät. 



1 + 2 + 3 +..+ 



= ("t') 



u. f. ». 
fotgenbc: 



a)+a)+a)+--+ct')=cr) 
«)+a)+®+-+("r)=("r) 

©emnad^ finb bie figurirten 3a^t«n bw erften Orbnungen 



2 
3 

4 
5 



3 

6 

10 

15 



4 
10 
20 
35 



5 
15 
35 
70 



6 

21 

56 

126 



7 

28 

84 

210 



tlnmerlung. S)ie ftgnrtrten ^a\)ien jmeitet Orbnung »erben 
2;rtgonatia^len, bie figurirten ^af)Un britter Orbnung S^etrae« 
bratja^len (breifeitige ^^romibotja^Un) genannt, fo ba| bie nte 
figurirte ^af}i jweiter Orbnung ba« S)reled ber 3<»^t « » We nte figu» 
rirte 3o^t britter Orbnung ba« 5Eetroeber ber 3«^^ « ^wS*- ®*f 
(gini^eiten ber nten Xrigondjal^i fönnen nämtid^ in paraQete S^Un {u 
einem SDreiect iufamntengefteCit »erben, beffen ©eiten ie n (Sin^eiten 
entl^alten. !3)ie (Einheiten ber nten 2:etraebratia^{ I9nnen in pataMt 
äi^nßd^e S)retecte ju einem S:etraeber iufammengeftellt »erben, beffen 
Tanten je « ßinl^eiten entsaften. S)ie figurirten Bö'^tc« l^öl^erer Orb« 
nungen finb auf fold^e SBeife n|^t conftruirbar. 

3. ffienn man bie figurirten ^a\)Utt mttx Orbnung ber SReil^ 
nod^ mit ben Oßebern ber geometrifd^en ^rogreffion 1, v, »*, »*, , . 
mu(ti)>Iicirt, fo erl^ält man eine 9iei^ von ®liebern, beren ®umme «m 
fi(J^ bur^ bie au« figurirten ^d^Un (m— i)ter Orbnung auf Wefetb« 
9lrt gebilbete ®umme «m-i audbräden I&gt. Su9 ben 9teil^en 

"+>+■•+("+:' 

m 



o+c 



1 4_ ("»+« 

\ m 



y 



(1 — t?)*m = *m-l— 1 ^ j V" 

inbem man bie ©umme «m-i aud ^^m burd^ @rntebrigung bon m yxva 1 
bilbet SSergl. §. 22, 2. ©e^t man bemna^ 
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§. 28. gigurittc äa^tn unb aritl^tnettfd^c ^rogreffionen. 163 

Äj = 1 4- 2V + 3^2 ^- _ ^ „^n-l 

"=®+S> + G)- + --,+("t')-' 

fo pnbet man 

(1 — v)s^ = \ — v^ 
(1 — v)5j = ÄQ — nv^ 

(1 - v)s, =s,-(^+^^ V- 

S. SBcnn man btc ftgurirtcn 3<^W^" 

/m + fc— 1\ /m + fc— 1\ /m + fc— 1\ 

\ TW /\w4-l/Vw + fc/** 

bcr JRcil^c nadt> mit bcn gegebenen ^afjkn a, b, c, . , mnitipticirt unb 
btc ^robucte abbirt, ^o erl^ätt man eine figurirte ^affl im »ei* 
lern ©inne 

/^^fc_i\ /^^fc_i\ /^4.fc_i\ 

!Dic ©ummc bon n fotd^en figutirten ^af)Un tft mieberum eine figurirte 
^af^i, beren gormet au« /k burc^ Srl^d^ung bon ?« um 1 entfielet. 

Denn man l^at^ »eil ( ^ ^ ) = ^/ 

man finbet t>nx6f 5lbbition ber ßolonnen (1) bie ©urame 
/i + /2 + . • + A 

4* 3u ben figurirten 3^^^" ^^ »eitern ©inne gel^ören bie \o* 

genannten ^ol^gcnaljo^Ien, ^^ramibalia^ten, ^ol^ebrat 

Sa^len. 

11* 
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164 



5lttgemcine Slrit^mctif. 



1. Unter bcm pdd bcr B^^l ^ 0>^^ ^^^^ pecf tflen 30^0 berftel^t 
man bie ©ummc Don n ©ttebetn ber Steige 

beten einleiten jn äl^nlid^en jpßden mit einem gcmeinfci^aftlid^en ©d^eitel 
jnfammcngeftefit iDcrbcn tonnen, tt)ie folgt: 



I ■ — -pf i 

' TT * 

^i- — l 1 < 




S)iefe Summe befte^t au« w ßini^eiten unb au« p — 2 !Dreieden Don 
n — 1 (1), atfo ift 

pQd bon n = n + (p — 2)f^j. 

T)ie 35reie(fe ber B^'&f^« P"^ ^»n ben figurirten ßaffkn ber 2ten 
Drbnung nid(|t Derfd&ieben, bie SSierede ber B^^ten ftimmen mit ben 
Guabratjal^ten überein, toeit 

. + © = ("+')• " + K3-"'- 

35ie günfede, ©ed^^ede ber 3<*^t^« 1, 2, . ., n finb 

1, 5, 12, 22, 35,..,^^^^^ 

1, 6, 15, 28, 45, . ., w(2n — l). 
IT. Unter ber pfeitigen $^ramibe ber Saf)l n berftel^t man 
bie Summe ber p^dt bon ben ^(Ajitw 1 bi« n, beren Sinl^eiten gu 
ä^uüc^eu pfeitigen ^^ramiben mit gemeinfd^aftüd^er ©pifee jufammen^ 
gefteüt werben lönnen. 5Wad^ (3) ift 

pjeitige ^i^ramibe 5>on n = ^"^ + ^j + (p - 2)^"* + ^j. 

33ie 3fcitigen ^^ramiben bcr natfirlid&en '^oX)Un finb Don ben figurirten 
3a]^(en ber 3ten Orbnung nid^t berfd^ieben. 2)ie 4feittgen, 5feitigen, 
6feitigen ^^ramiben ber natärlidt>en 3a^Ien finb 

/n+l\2n + l 

'' • • ' V 2 y 3" 



h 


5, 


14, 


30, 


1,. 


6, 


is: 


40, 


1, 


7, 


22, 


50, 



55, 
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§. 28. gtgitrittc Sorten unb aritt>metif(ä(>e ^rogteffioncn. 165 

(Sin Äugell^aufen au« rcctangu täten ©d^td^tcn, bcr oben in eine 
JReil^e Äugeln enbet, auf beffcn Söaft^ in ber ©reite n, in ber Sänge 
w + r ftugetn liegen, entptt eine Slnja^t Äugeln, bie au« ber 4feiti* 
gen ^^ramibe bon n unb au« r ©reieden öon n befielet, atfo 

(»+')e^+-^+.) 

tft. 2)cn SRüdcn bitben 1 + r Äugeln. 

III. Unter einer nten ^oli^ebratjal&I berftei^t man bie ©umrne 
üon n ©fiebern, bereu iebe« au« ^ol^gonaljal^Ien fo befielet, baß bie 
i&inf)tikn ber ^ol^ebralja^ten ju äl^nfic^en $ofi;ebern mit einer gemein^ 
fdbaftUd^en @(Je iufammengefteUt »erben I5nnen. SBenn ba« ^ot^cber 
egclen, /gläd&en, fcfiantcn l^at unb bie gemeinfd^aftUd^e ©de ber äf)iu 
fidlen ^ol^eber ^[eitig ift, fo umfaßt bie ©iffcrenj ber ^ol^eber bon n 
unb n— 1 junäd^ft e — 1 ©inl&citen an ben nid&t gemeinfc^aftlid^en ©den, 
bann (fc— ^)(w— 2) (Sini^eiten auf ben nid^t gemeinfd^aftKcl^en Sauten, 
enbUd^ /— 5^ ^ot^gone ber ^a^ n—2 auf ben nid^t gemeinfd^aftUd^en 
gläd^en, 3- ®- ^<^^ $^jaeber ber ^a^ n ift bie ®nmmt üon n ®üe* 
bern ber 9iei^e 

1, 7, 7 + 9 + 3, 7+9.2 + 3. SSiered 2, 

7 + 9.3 + 3. 95iered 3, 7 + 9.4 + 3. SSiered 4, . . 

unb beftel^t bemnac^ au« 1, an^ 7(n — l), au« ber 9fad(ien ©umme 

ber B^^ten \)on 1 bi« n — 2, au« bcr 3fad^ett ©umme bev SSierede 

t)on 1 bi« w — 2. ÜDal&er finbet man 

^cjcaeber bon n = i + 7(n— i) + 12(''~^) + 6(^*70 

-. + 6("+')=.. 
unb bie ©umme ber ^e^aeber »on 1, 2, . . , n 



("t')+<r)-("t*r 



5. aSon einer äieil^e bon (Srößen fagt man, bag fie eine aritl^* 
metifd^e ^rogreffion bitben, toenn bie ÜÜffcrenjen ber auf einan- 
ber fotgenben ©rögen cinanber gleid^ finb. Sine aritl^metifd^e ^rogref^ 
(ion ift burd^ 2 ßlemente beftimmt; ift i, ©. a ba« 5lnfang«gtleb, d 
bie ©ifferenj ber fotgenben ©tieber, fo ift bie aritl^metifdfie "^Jrogreffion 
bi« inm nten ®tiebe folgenbe: 

a, a ■+- d, a + 2df, . . , a + (n — l)d. 



Digitized by VjOOQIC 




üDic ©ummc bcr n erftcn ©lieber ift (3) 

na + y ^ =. ^^ 2 ^ 

b. 1^. bie ffatbt ©uminc be« erften unb legten ®(iebe« (ba« aritl^metifd^e 
aßittet berfettien) multipricirt mit ber ®üeberjal^(. SRan flnbet btefe 
©ummc anö) burd^ bte ©emerlung, baß bie erften ©lieber i>om Slnfang 
unb bom @nbe bie[elbe @umme geben, atö bie ^meiten ©lieber bom 
9(nfano unb bom @nbe u. f. f. 

SBeif piete. 5Die natürtid^en ^a\)ltn bilben eine aritl&metifd^e ^ro* 
greffion, bereu Slnfang^tieb 1 unb bereu ©ifferenj 1 ift. S)ie ©untme 

ber n crftett Sagten ift ("""J"^). 

S)ie ungeraben ^affUn bilben eine aritl^metifd^e ^Progrefflon, beren 
3lnfattg«glieb 1 unb bereu ©iffereuj 2 ift. 5Die ©umme ber n erften 
ungeraben ^affUn ift n\ 

^n6f bie ungeraben ^otenjcn lönnen burd^ ©umrairung beftimmter 
äßengen bon folgenben ungeraben ^ai)izn gefunben werben. S)enn bie 
n» folgenbeu ungeraben ^af^Un 
(n— 1)n» + 1, (n— l)n» + 3, . . , («—!)«» + 1 + 2(«»— l) 

geben bie ©uutme 

[(n — l)n» + 1 4- n» — l]n» «= n^^^-i. 
3n«befonbere ift 1» = 1, 2» = 3 + 5, 33 = 7 + 9 + 11, u. f. to 
Sllfo ift bie Summe ber Suben*) 

1» + 23 + 3» -f . . + «^ 

gleid^ ber ©umme ^^['t ) «tften ungeraben B^^ten. !Oie lefete biefer 
Sal&fen ift 2 ("* J^) - 1, fotgtid^ bie ©umme {""^^J , »ie oben (4). 

6. SSon einer Steige bon ©rößen fagt man, bag fie eine aritJ^^» 
mttx\ätt ^rogreffion 2tcr, 3ter, . . SDrbnung bitben, toenn 
bte iCifferenjen ber auf einanber fcfgcnben ©rBgen eine arit^metifd^e 
^rogreffion Iter, 2ter, . . Drbnung bitben. ©tnb *i, «g, ^3, . . bie 
gegebenen ©rößen, fo bilbe man bie SJeil^e ber erften ©ifferenjen 

h *i = ^i,w h ^2 = *2,lf h *3 = h,tr • • 

bie SRei^e ber iioeiten ©ifferenjen b. i. bie Differenjen ber auf 
einanber folgenben erften !Dtf[eren}en 
h,i h,i ^=^1,2^ '3,1 h,i ^^ h,2f h,i — h,i = h,2r ' ' 

*) ®ie[e ^Oemerhtng ifl im ^Uertl^um gemad^t toorben. 9licoma(^ud Arithm. 

n, 20. 
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§. 28. gtgurirtc ^affUn unb aritl^mcttfd^e ^togrcfflcuett. 167 

bic Wci^c bcr brittcn Dtffcrcnicn 

*2;2 "~ *1,2 = h,3f h,2 *2,2 = h,Zf U,2 — h,2 = ^,3 f • • 

tt. f. to. aßenit bic Steige ber wtcn Differeitäcn auö glcld&cn ©ßebern 
befielt, fo ift bic 9Jci^c bcr flcflcbcncn ©rößcn eine oritl^metifd^c ^o* 
greffion mter Drbnung*). 3- ®- 

©egebcne ©rößen: 1 8 27 64 125 216 
ffirfte ©ifferenjen: .7 19 37 61 91 

3tt)cite ©ifferenicn: 12 18 24 30 

©ritte iDifferenjcn: 6 6 6 

Die 3a^Ien 1, 8, 27, , , bifben eine aritl&metifci^e ^ßrogreffion 3ter 
Orbnnng, tocil i^re 3tcn 3)iffcrenien einanber gleld^ pnb. 

5)ic flgurirtcn 3^^^« ^ter Orbnung bilben eine aritl^mctifd^e ^ro* 
greffion mter Orbnung, toeit i^re erften J^ifferenjen figurirte ^(äfUn 
(wi— l)ter Orbnnng (1), folglid^ ifire (m--l)tcn ©ifferenjen bic natür^ 
lid^en ^a\)kn finb, toett^e eine ariti^ntetifd^e ^^rogreffion crfter Orbnnng 
bilben. 

7. an« bem 9lnfang«glicbe nnb ben Slnfang^bifferenjen b. 1^. au« 
ben «nfangdgliebcrn ber SRei^en ber Iten, 2tcn, 3ten, . ♦ ©ifferenicn 
taffen fid^ bie ©Heber einer oritl&metlfd^en ^rogreffion I^öl^erer Drbnung 
unb bie @umme ber erften n ©lieber berfetben bered^nen. SBenn aq 
ba« änfangdglieb ber gefud^ten ^rogreffion ift, a^ bie erfte il^rer Itcn 
Differenjen, a^ bie erfte il^rer 2ten 2)iffercnien^ . . , «m ber gemein^ 
fd^aftlid^c Sßert^ i^rer wten ((efeten) 5)iffercnien, fo ift ba« nte @ßeb 
ber gefud^ten?ßrogreffion**) 

«0 + (n - l)a,+(^-^y, + ..+ ^^-l)a„ 
unb bie ©nrnme i^rer n erften ©lieber 



nar 



+ ©«,+©..+..+(„;,)«- 



®eU)ei«. ©ie SRei^e ber (r — l)ten ©ifferenjen toirb gebilbet, 
inbem man ju bem belannten 8(nfang«gfiebe berfelbcn bie erften 1, 2, 
3, . • ©lieber au« ber {Rei^c ber rten ©ifferenjen abbirt (6) 



*) 2)ic 3let^en ber a)iffetenjcn, tt>el^e ju einet gegebenen 'Sttxfft toon trögen 
gelösten, jlnb bei ben Unterfuci^unaen über bie ji^urirten 3<iWen gcbilbet (loergl. 1 
nnb 10), unb befonberd Ui ber (Srfinbnna ber ^tfferentialred^nnng in Setra^t ge« 
jogen toorben. 2)er ^amt „arit^mcttfci^e ^t<>gwfflonen böserer Orbnungen" lommt 
et]^ im Vnfang bed 18ten Sal^r^unbertS t>or bei Sagn^ (Mem. de Paris 1722 p. 264). 
**) 3)iefe formet ifl iljrem Snl^ötte na6) t)on iRetoton (principia 111% lemma 
V.) erfunben, tu if^rer heutigen ®eflalt toon^ac. SernouUi (ars conj. p. 98) ge« 
geben tt)i>rben. 
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168 Slögcnieinc Sliitl^metif. 

Vi "^ ^1 ~^ V 

V-l ~ ^l/r-l "^ *l/r "*" V 

Vi = ^l,r-l + ^r + h,r + h,r 

u. f. ti). 35a]&er ift ^n,m-i = am-i + (^— l)«in. 

3nbcm man bie ©umme «^ „„j + . . + «„.i^^.! 6itbct (3) unb ju a^.^ 

abbtrt, fiitbct man toeitcr 

<ii,m-2 = ain-2 + (« — 1) «m-l + ( o ) ^"^' 

Unter bcr 8lnnal()mc 

Vm-k = «rn-k + (W — 1) «m-k+l + ( o ) ^"'^^^ + • • + ( j^ ) ^m 

finbct man auf glctd^c SBctfc 

<n,m-k-l == «m-k-l + (»l — 1) «m-k H" ( O ) ^"k-l + • ' "I" ( ]fc J. | ) ^"^* 

35ie angenommene gormel <n,m-k ift rid^tig, loenn k = 2, atfo gttt fie 
aud^ für fc = 3, 4, . . , m. ©ie ©umme ber n erften ©lieber ber 
^rogreffion h^Q H- ^2,0 + . . + *n,o toitb ebenfaß« nadff (3) bered^net, 

8. 2öenn t^, t^, hf ^ - * «i«^ arit^metifd^e ^rogreffion wtcr Drb^ 
• nung mit ber legten 35iffereng c bttben, unb a eine gegebene 3^^l % 

fo bilben at^, at^, a%, . . eine arttl^metifd^e ^rogreffion wter Orbnung 
mit ber legten üDtfferenj ac. 35enn bie iDifferenjen ber abgeleiteten 
^rogreffton entfpringen au« ben ©ifferenjen ber gegebenen ^rogreffion 
burd^ 3Jiutti})fication mit a, tDeit a^k+i — aty, = a(^]c+i — h) u. f. f.; 
toenn atfo bie mivx ©ifferenjen ber Steige h, h, h, . . einanber gleid^ 
finb, fo finb aud^ bie mten iDifferenjen ber Sieti^e ati, at^, a% . . ein^ 
anbcr gleid^ unb amal fo groß al« jene. 

SOäenn h, t^, t^, , , eine arit^metifd^e ^rogreffion wter Drbnung, 
^if "2f "3f • ' ^i«ß arit^metifd^e ^rogreffion nieberer ate mter Drbnung 
bilben, fo bitben t^ + u^ , h + u.^, t^ -{- u^^ . . eine ariti^metifc^e 
^rogreffton mter Drbnung* 5Denn bie nit unter ben Wen ©ifferenjen 
ber abgeleiteten SReil^e ift bie ©umme ber wten unter ben fcten IDiffe- 
renjen ber gegebenen 9?eii^en, toeit 

<k+l 4- Wk+l — (^k + Wk) = (^k+l — O + ("kfl — Wk) 

u. f. U). '^a6) ber 3Sorau«fefeung berfd^ti?inben bie wten ÜDtfferenjen 
ber JRei^e u^, u^, 1*3, . .; atfo finb bie mten 3)ifferenjen ber 9tei^e 
h + ^if h + ^2f h + ^dt - ' bon ben 7«ten 3)ifferenjen ber JRei^e 
hf hf hf ' ' «i<^t berfd^ieben. 

9. SEBenn t^, t^, t^, . , eine arit^metifd^e ^JJ^ogrefflon mter Orb* 
nung mit ber tefeten ©ifferenj c bitben, fo bitbeu t^, 2t^, Zt^, . . eine 
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§. 28. gigunrtc S<^W^ «nb ürit]^mettf(3^e ^Togtcffioncn. 169 

-arit^metifd^c ^rogreffion (m + l)ter Orbnung mit ber legten SDiffc^ 
renj (m+ l)c. 

S3ett)eiö. gür bte abgeleitete JRei^e ift bie wte unter ben Iten 
iDifferenjen m^ ber angegebenen Sejeid^nung (6) 

(n + l)/n+l — ntj, = W(<n+1 — O 4- ^n+1 = W^n^l + 'n+1 

nnb bal^er bie ntt unter ben 2ten 5Differenjen 
angenommen, bie nte unter ben Wen SDifferenjen fei 
fo pnbet man bie nte unter ben (k + l)ten IDlfferenjen 

(n + l)*in-l,lc + fc^n+2,k-l — W<n,k ^^ntl^k-l 

== ntj^Ml 4" (fc + l)^ii+l,k 

5Rutt toar bie nte unter ben 2ten ©Ifferenjen ntn^2 + 2tnii,i, folgtld^ 
Ift bie ntt unter ben 3ten, \ . , (m-{- i)ten ©Ifferenjen 

n^n,3 + 3l?n+l,2 



n<ii,m+l + (^ 4- l)^n+l,i»i 

3laä) ber SSorauöfefeung Ift «n,m+i = 0, ^i^m -= k,m = ..==c, alfo ^aben 
bie (m + i)ten ÜDlfferenjen ber abgeleiteten 5Rel^e ben gemelnfd^aftdc^en 
SSJertl^ (m + l)c. 

10. SBenn t^, t^, t^, . , eine arltl^metlfd^e ^rogreffion wter Orb* 
nuitg mit ber festen ©Iffercnj c bltben, u^fU^^u^, . . eine arltbmetlfc^e 
^rogreffion erfter Drbnung mit ber SDlfferenj d, fo bltben bie ^ro* 
bucte tiu^, t^u^, «aMg, . . eine arlt^metlfd^e 5ßrogreffion (w + l)ter 
Orbnung mit ber testen I)lffereni (m + \)cd. 

m fei wn = a + (n — l)d, fo Ift 

^nWn = tn(a — rf) + ntj^d, 

5Wutt bllben ^j (a — 6?), t^(a — d), . . eine ^ßrogrefflon ?/iter Orbnung, 
t^d, 1t.^d, . . eine ?ßrogrefflon (?n-|-l)ter Orbnung (9), folglich t^uy, 
t^u^f . . eine ^rogreffion [m + l)ter Orbnung (8), bereu letzte 2)iffe* 
renj mit ber legten i)lfferenj ber ^Progrefflon t^d, 2t^d, . . (9) über* 
elnftlmmt. 

SSSenn u^, u^, u^, . . eine arlti^metlfd^e ^rogreffion erfter Orbnung 
mit ber ©Ifferenj d bllben, fo bllben bemnad^ 

u\^t "2^ ^3^ • • cittc arltl^m. ?ßrogr* 2ter Orbnung, 
u^'^, W2^ «3^ • • eine arlt^m. ^rogr. 3ter Orbnung, 
^x^f "2% "3""/ • • ^i«ß arlt^m. ^rogr. mter Orbnung. 
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170 WfflfifKTiif WääfüußL 

!©ic Icfttc 25iffcre«j ber ^tcgrcffion «,- m^- h,- . . ifl*) 

1.2.3... »Mi*. 
angenommen, c fet bte (c|te IDiffereti) ber V^rogreffUn i«,^, i«,^, tt3^ 
. . , fo tft nad^ bem Obigen c (k + 1) J bte te|te Dtffeien) ber ?ro* 
grcffion u,*+>, m/ ^ «^^^^ . . . «itn tft 2iP bie leftte Dtffetetij ber 
^JJrogrcffton u^^, u^^, u^^, . . , felgßc^ l . 2 . W bte leftte 2>tff erenj 
ber ^rogrcffion u^\ u^^ u^^ • • , n. f. ». 

Sßenn u^, u^, u^, . . eine ortt^metifc^ ^rogreffion erfter Orbnung 
bitten unb a^^, a^, a^, . . gegebene ^(ätim finb, \o bUben bie SSert^ 

/i = «0 + «i«*i + fl2«*i' + • • + «»««l" 

/2 = «0 + «1«2 + «l«'!* + • • + fl»«^" 
/3 == «0 + «1«3 + «2«3* + • • + «-«^" 



eine arit^mctifd^e $rogreffton witer Orbmtng, »eil Ml^ m,*, «3^ . . eine 
^rogreffion 2ter Orbnung bilben, u. f. tt>. (8). 

11. ffieit \^ V, 3^ . . eine arit^fwetifc^e ^rogreffion 3ter Drb^ 
nung (10) mit bem Änfangdgtieb l, ben anfang^bifferenjcn 1, \% unb 
ber testen Differenj 6 bilben (6), fc lägt fidj^ bie ©umme 1' + 2^ + 
33 + . . + w3 nadjf (7) bered^ncn. 3^r SSert^ ift 



er) + <r) + «(T) 
^ctvK"r)=ct'r 



üjtc oben (4). auf biefem SBege loirb bie ®mmt 1"* + 2"^ + 3™ -h 
. . + n™ für Jeben ganjcn j)ofitiben SBert^ oon m bered(^net**). 8cid^* 
tct ift bie recurrcnte ©ered^nung, bei ber man bie ©ummc ber 'poten*» 
jen ber natürlid^en B^^ten burd^ bie ©ummen ber nieberen ^otenjen 
bcrfctben '^a^zn au^brücft, »ie folgt***). 
92a(^ bem binomifd^en gel&rfafe (§. 23) ift 



;n+ \r^^ = n"^+i + h + ^\n^^h'^^\n^-i + ... 



*) 2)iefe SBcmetlunflen flnb in ber etflen $SIfU be« 17tett Sal^tl&uttbtrtÄ gcmaiiftt 
tootben. ^etgl. f$aull^a6er academia algebrae, 1631. 

**) lieber bie Söfuna bfcfet Slufgabe jlepe (Eni er 3)iffetentialre(i6nun3 U cap. 5 
unb tlüacl matj^. SBörtcrbud^ „^otenj". 

***) 2)ie @umme ber Duabrate (4, II) lommt bei «rd^tmcbe« (Spiral. 10) 
toor. jS)te ©umrne ber ^iquabrate unb l^b^ent ^otenjen l^aben germat u. ^. ge« 
funbcn. H^crgt. bie ^nni. ju 1. 
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§. 28» gigurittc 3aWen unb artt^metif^c ^grcffbncn. 171 

alfo tn^bcfonberc 

3«.i = 2-^1 + (^1 ^) 2- + ('^+ ^)2-i + . . 

3nbcm man l«» + 2"» + 3" + . . + n"» burd^ jfm bcjcld^net, pnbet 
man burdf^ Slbbitton ber Kolonnen 

(I) („ + i)-i = 1 + (-+1),. + (-+1) ,„. + . . 

eine {Reii^e, welche mit (*" j»i + «» W'cßt/ wnb toortn 
«„ = 1« + 2» + 3» + . . + «• - n 
., = 1 +2 +3 +..« - (" + ^) 

Slad^ beut Mnomifc^en Se^rfa^e ift aber an^ 

(„ - 1)»« = „«« _('« + l)«» 4- (""t V»-' - . • 
a(fo indbefonbere 

= im« _ ("»+ 1) l» + (*"+ ^) 1-» - . . 

im« = 2»« — ("""^ ^) 2» +('"''"*) 2»-» — . . 



!Die Stbbition ergiebt nac^ ber obigen iBejeicbnung 

(II) = n".«-('» + ^).»4-f+^)*m.x-... 

. au« ben {Relationen (I) unb(II) jwifc^en «m, »m-i, • . folge" ^^^'^ 
Kbbition unb burc^ @ubtraction bie einfad^eren {Relationen 

(„ + l)m« = 1 + «m« 4- 2('"+')*„.i+2('"|^)ä„.8 + . . 
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172 fCQgemdne fbitffmtül 

3nöbefonberc ift atfo: 

(n + 1)^ + n3 ^ l =- 2 . 3^2 +2^0 

(n + 1)^ -hn^ - l =2 . 5*4 + '^(3)^2 + ^^o 

(« + 1)7 +n"- 1 =2 . TiT, + 2Q*4 + 2Q«, +2^0 

(n + 1)4 + n* — 1 = 2 . 4«3 + 2 . 4*, 

(„ + 1)6 4. n« - 1 = 2 . 65, + 2Q53 + 2.65, 

(^ + 1)S + „8_ 1 =2. 8., + 2(1)., + 2Q.3+2.8., 



^Daraus folgt: 



— ^ -j_ '^ _j_ ^ 
^2 " ¥ + 2 ■*■ 6 

. 2n3 



'* "" 5" "^ 2 V "6 30 

""7"^2'"'"~6 6'"'" 42 



^' = 2 + 2- 

*. - j + 2" + I2~ 

^'^ ~ 'e' "^ T "^ T2 12 

''^""8""*"2' + T2 24"+12 



Slitm erlang. Sldgemein ffat man 



w+1 2 



+ i (';') i^. «-- - i (3) 53n»-3 + J (^) 5,«-« - . . , 

lüoriu bie (Soefftcienteu B^ = J, J^j = -^, ^5 = ^, . . öon Sulcr 
bie ÖernouHi'fi^en ^af)Un genannt tt>orben finb md) 3acob 
©evnouHi, ber in feiner Ars conjectandi p. 97 bie SSßertl^e üon s^, 
.^2, «3, . * in auffteigenbcr Orbnung bered^net unb ben aBertl^ bon % 
mitget^eilt f)at 
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§. 29. 2)te SaW^ctnti^Icit. 173 



§. 29. ©ie 2öaI)rfc|einH(^fett. 

i^tii §. 91.) 

1. SBenn unter gegebenen Umftänben üon w gretgniffen A, B^ C, 
. . eine« tt>ie ba« anbete mögUd^ ift, aber nur eine« U)ir!Iic^ eintieten 
»irb, entn)ebcr A, ober B, ober C, . . , fo l^aben bie einjelnen (Sreig^ 
niffe btefetbe SBa^rfdf^eintici^feit (probabilitas) , bie bei junetjinenber 
2lnja^( n bcr mögtid^en gäde abnimmt. ®efet man bie SÖBal^rfd^eiuüd^^^ 
feit be« ©reigniffe« A bei n möglichen greigniffen ^~~- \ : n, \o ift bie 
SBal^rfd^eintidf^feit, baß bon ben beiben greigniffen A unb ß cine^ ein^ 
tritt, = 2 : n, u. f. ». Ueber^aupt ift bie SBal^rfd^eintid^teit cine^ 
©reigniffe« baö SJer^Üniß ber Slnjal^t ber günftigen gälte (chance), in 
ttjetd^eu ber ßrtoartung genügt »irb, ju ber Slnjal^l bcr mcglid^en 
gäüc*). !Ca« ßreigniß ift 

u n m ö g t i d^ , ttjenn feine SBal^rfd^einlid^f eit ; 

nnmal^rfd^einUd^, menn feine 35Ja^rfd^einIid^feit < ij 

ungewiß, menn feine SBa^rfc^einUd^feit i; 

ma^rfd^eintid^, wenn feine 8Ba]^r|cl^einlic^feit > i; 

gewiß, wenn feine äBal^rfd^einlid^feit 1 ift. 

Öeif}>*iel 1. !Die äBa^rfc^einti^feit, mit einem SBürfet eine be* 

ftimmte Siummer ju werfen, ift ^. ^xozx SBflrfel tonnen auf (>- ux-- 

fdj^iebene Slrten faüen. Unter biefen SBürfen finb 6 ^äfc^e, unb G äi>ürfe, 

bereu 9?ummern bie ©ummc 7 geben. Sltfo ift bie SBal^rfd^eintid^t'eit, 

mit 2 SBürfeln einen 'pafd^ ju werfen, ^2 = ä- ®^nfogroj^ ift bie 

äBal^rfd^eintid^fcit, mit 2 SQßürfetn 7 ju werfen. 

SSeifpiet 2. günf SBürfet tonnen auf 6^ t)erfd^iebene Sitten fat^ 

len. Unter biefen SKürfen fommen 3 gleid^e Slummern auf L j . 6 . 5 . 4 

berfd^iebene Slrten bor, weil 3 beftimmte ^Kümmern auf je 3 äBürfelu 
fte^en fi5nnen, unb weil 3 gleid^e ^Wummern 6fad^ ba finb, wäl^renb ber 
4te SBürfel eine ber übrigen 5, ber 5tc ein« ber übrigen 4 ?iummern 



*) tofgübcn bei* Sal^rfd^cinlid^feitSrcÄnung lourbcu gucifl um bk HJJitte bc9 
17ten 3>a^t<^unbcrt8 acflcttt unb flclöfl, namcntlid(> öon gcrmat unb ^J3a«cal 1054 
(^aöcal Oeuvres M. Lahure 11, p. 392. 429). 2)ie SScgTÜnbung unb Suveitcrnng 
folc^ci- Berechnungen ^at Rügens 1657 in ber 5lb^anblung de ratiociniis in hido 
aleae begonnen. (Genauere 5ln0fü^rnngen biefer Si^Sjcorie öcrbantt man 3acüb ^ei*^ 
nouüi (ars conjectandi 1713, n?o j^ueift probabilitas, gradus certitudinis p 211 
toorfommt) unb SÜioiiore (doctrine of chances 1717, tooUftäubiger 1738). SeitcreS 
finbct man bei Sa^lace theorie anal, des probab. 1812. 3me ed. 1820. 
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174 MQtmmt ^ritl^metif. 

jeigt. 5ltfo ift bie Söal^rfd^cinlic^Ieit, mit 5 SBürfeln 3 gtcid^c 5Rummern 

ju tperfen, 

6.5.4 



©• 



25 



6^ 162 6,48* 

öeifpict 3. SSon 52 SBIättcrn, beten je 13 bon einer garbc finb, 

föntten 3 «uf ( ^ ] berfd^iebene Sfrten gejogen »erben. 35iefc ©(ätter 

finb ( jmai t)on berfetben beftimmten garbe. Sllfo ift bie SBal^rfd^etn^ 

üd^Ieit, 3 gteid^farbige ©(ätter ju giel^en, 

/13\ ^ /52\ ^ _22 ^ _!__ 
V3/A3y 425 19,32' 

Seifpicl 4. SSon 90 ?Rnmmern tonnen 5 auf ( j berfd&iebene 

Slrten gejogen »erben. üDabei erfd^einen bon 12 befefeten 9lumniern 3 auf 

/12\ 

( j üerfd^iebene Slrten mit irgenb 2 bon ben 78 unbefefeten 5Wummern, 

mithin {^^)r^)mal Sltfo ift bie JßaM^einlid^feit, bei 12 befeftten 

9lummern eine 2erne ju gewinnen. 

/12\/87\ ^ /90\ ^ J_ 

V3A2/'\5/ 66,52* 
SBenn man aüe fernen ber 12 5Wummern befefet, fo gewinnt man, 
fo oft eine jener Sternen mit irgenb 2 ber übrigen 9lummern gejogen 

»irb, mitt)in '^^M o )( o ' S^^^^W^- ^^fo ift bie SDäa^rfd^einüd^Ieit, 

eine ht\^%tt Seme ju gewinnen, 

/12\/87\ f90\ _ 1 
UA2r \5;~■53,4• 
53eif|)iet 5. SOSenn in einer Urne a fd^warje, b tt>ei§e, c rot^e 

^ugefn fid^ befinben, fo f 8nnen cc + ß -{- y Äugeln auf (^ T ^ T ^) 

toetfd^iebene Wirten gejogen »erben. !Dabei fann eine (Sombination bon 
a fc^n>aricn tugetn jugteid^ mit einer ßombination bon ß »eigen fiu^ 

getn unb einer (Kombination bon y rotten Äugeln {^){ ß)\ V<^' 

öorfommen. älfo ift bie SBaJ^rfd^einlid^feit, auf einen 3^9 « fd^Wörje, 
ß »eige, y rot^e Äugeln ju erl^alten, 
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§. 29. S)ie Söa^rf^emli(*fcit. 175 

©ctfj)tel 6. 35on n Äugeln, bic in einer Urne liegen, lann man 
irgenb loieDietc auf 

(")+a)+(B)+- 

üerfd^icbene atrtcn ergreifen; eine ungerabe Slnjal^I auf 

a) +(3) +(:)+•• 

Derfdf^iebene arten, eine gerabe Slnjal^I auf 

U) +(:)+(;)+•■ 

Berfd^tebene Sitten. 5Run ift ttod(> bem Mnomifd^en 8el^rfo^ (§. 23, 4 
für « = ± 1) 

'-G)+a)----». 

ober 

G)+(:)+G)+--^"-' 

a)+a)+(5)+---.^"- 

Sltfo fittb bie S35al^rfci{^einUd^feiten, eine gerabe ober eine ungerabe Sin* 
gal^t ju ergreifen, 

21-1 — I 2^-1 

^r-zTi' 2^~iri- 

3. Die ffial^rfd^einlici^Ieit eine« greigniffeö unb bie SBal^rfcbein* 

üd^Ieit, baß baffelbe nid^t eintritt, ergangen \\(if ju 1 (©eroißl^eit). 

©efeftt, unter n gäöen finb m gäöe, in benen ba« greignig eintritt, 

fo giebt e« unter n gätten n — m gäße, in benen ba^ ©reigniß nid^t 

eintritt. Sllfo ift bie SBa]^rfc](^einad^!eit be« greigniffe^ -, unb bie 
a5Ja]^rfdf)einßcl^feit, bag baffelbe nidf^t eintritt, 
n — m m 



H- . . = 2'^ 



= 2"» 



n n 
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174 Slttgcmeine ^ritl^metif. 

geigt. Sltfo tft bic Söal^rfd^cinUc^tcit, mit 5 SBürfeln 3 gteid^e 5«ummern 
gu tocrfen, 

6.5.4 



©■ 



25 



6^ 162 6,48 • 

©eif}>ict 3. SSph 52 SBtättcrn, beten je 13 tjon einer gatbe finb, 

Knnen 3 «wf ( o ) ^^Wtebene Sfrten gejogen toerben. Dtefc ©lätter 

ftnb ( jmal »on berfeften beftimmten garbe. 9Kfo ift bic SBal^rfd^ein* 

(id^teit, 3 gleid^farbige JB(ätter gu giel^en, 

/13\ ^ /52\ ^ _22 ^ _1_ 
V3yA3>/ 425 19,32* 

Seifpiel 4. SSon 90 ?Rnttimern fönnen 5 anf ( ] berfd&iebene 

Sitten gegogen »erben. ÜDabei etfd^einen Don 12 befefeten 5Rummetn 3 auf 

( j Detfci^iebene Sitten mit itgenb 2 bon ben 78 unbefefeten 5Wummetn, 

mithin Co)C2)^^^' ^^^^ *^* ^*^ JßaM^einlid^feit, bei 12 befefeten 
9iummetn eine 2etne gu gewinnen. 

/12\/87\ ^ /90\ 1_ 

V3A2/ ' \5/ ~ 66,52* 
SBenn man atte Semen ber 12 5Wummetn befefet, fo gewinnt man, 
fo oft eine jenet S^etnen mit itgenb 2 bet übtigen 9lummetn gegogen 

tt)itb, mithin bei (3^)(2^^ Biegungen. SHfo ift bie aBa^d^eintid^Ieit, 

eine befefete 2:etne gu gewinnen, 

/12\/87\ /90\ _ J_ 
UA2r U;-^ 53,4- 
33eif}>iet 5. SOSenn in einet Utne a fd^watge, b tt>ei§e, c xott)t 

Äugeln fidji befinben, fo fönnen a + ß -{- y Sugeln auf (^ T ^ T j 

betf(i(^iebene Sitten gegogen wetben. !Dabei lann eine Kombination bon 
a fd^watgen Äugeln gugleid^ mit einet Kombination bon ß »eigen Äu*= 

geln unb einet Kombination bon y tot^en Äugeln [}{ ß)[ W' 

öotfommen, ätfo ift bie aBa^tfd^eintid^feit, auf einen 3^9 « fd^toatge, 
ß wetge, y totl)e Äugeln gu etl^atten, 
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§. 29. S)ie Söa^rf^etnli(*feit. 175 

©cifj)tcl 6. 35on n Äugeln, bic in einer Urne liegen, lann man 
irgenb toietiele auf 

a)+G)+a)+- 

loerfd^lebcne atrten ergreifen; eine ungerabe Slnjal^t auf 

(")+(3)+a)+-- 

loerfcif^iebene arten, eine gerabe Slnjal^I auf 

becfd^iebene 9(rten. iRun ift nadf bem Hnomifci^en Se^rfa^ (§. 23, 4 

für a; = ± 1) 



ober 



(^) + C) + (e) + ■ • - - 

a)+(3)+(5)+- -.^-■- 



Slfo finb bie iB3a]^rf(i(^ein(id^teiten, eine gerabe ober eine ungerabe 9n« 
iaifi iu ergreifen, 

211-1 — I 2»-i 

a. Die ffial^rfd^einlici^Ieit eine« greigniffe« unb bie SBal^rfd^ein* 
(id^teit, bag baffelbe nid^t eintritt, ergänzen [xäf ju 1 C®ett)i|l^eit). 
®efe^t, unter n ^üUtn finb m f^SKe, in benen ba« Sreignig eintritt, 
fo giebt e« unter n gätten n — w gälte, in benen ba« ©reigniß nid^t 

eintritt. Sttfo ift bie SBa^d^^einlid^teit be« greigniffe« ^, unb bie 
9Ba]^rfdf)eintid^Ieit, bag baffetbe nid^t eintritt, 

n — m m 

n n' 



n 
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176 Mgemcine 5lrit^meti!. 

3. ®. I)te SBal^rfd^cinUd^feit, mit 2 ^Uirfeln 7 ju n)erfen, ift J 
unb- bic SBal^rfd^einllc^feit, nid^t 7 ju werfen, ift |. 

3. SJie SSSa^rfc^einlid^Ieit, baß miter ben bon einanbcr unabl^än^ 
fligen (Sreigniffen E, F, G, . , trgenb eineö eintritt, enttoeber E, ober 
F, ober (?,.., ift bie (Summe ber SBal^rfdj^einlici^feiten ber einjelnen 
ßreigniffe. 

fflettjei«. SBenn E, F, G einjetu bie 3Ba]^rfd(^eintid{^feiten p, q, r 
l^aben, unb über]^au}>t unter N gäKen ?«, gäKe fmb, in benen E ein^ 
tritt, wig Säue, in beneu F eintritt, m^ gälte, in benen G eintritt, fo 
giebt eö unter N götlcn 7/4 + m^ -\- m^ gäöe, in benen eine« ber 
greigniffe E, F, G eintritt. 2llfo ift bie fflJa^rfc^eintic^Ieit, baß ent-^ 
meber E, ober F, ober G eintritt, 

^1 + ^ 2 4 " ^3 __ y/»i I ^2 I ^3 

= ;^ + 9 + ^• 

3. S3. ÜDie Sasal^rfd^einticj^leit, mit 2 aBürfetn entWeber einen ^afd^ 
ober 7 ju werfen, ift ^ -f ^ = i- I)ie SÖSal^rfd^eintid^Ieit, mit 2 9Bür^ 
fetn entweber 7, ober 8, ober 9 ju werfen, ift ^ + A + i = A- 

4. SJie ßreigniffe £, F, G, , . I^eißen conträr, wenn e« gewiß 
ift, baß eine« berfelben eintritt. S«un ift bie SÖSal^rfd^eintid^feit, baß 
entWeber £, ober F, i^ber G, . . eintritt, bie Summe ber SJBal^rfdS^ein^ 
Herleiten biefer greigniffc (3), unb biefe l^at ben äBertl^ \, weit m^ + 
7^2 + 7»3 . . = iV. Sltfo finb bie greigniffe E, F, G, , . conträr, 
wenn bie ®umme il^rer äBal^rfc^eintid^feit ben SBertl^ 1 (®ewiß* 
l^eit) l^at. 

3n«befonbere finb E unb ^iid^t^^E conträr, b. \). e« ift gewiß, baß 
entweber E eintritt, ober E nici{^t eintritt. 3n ber %^ai ergänjen fid^ 
nad^ (2) bie äßa^rfc^einlid^feiten t>on E unb bon 5Rid^t^JE jn 1. 

5* Sei ben ßreigniffen E, F, G, . . lann bie relatibe SBal^r^ 
fd^eintid^feit be« Sreigniffe« E in öetrad^t gejogen werben, b. 1^. bie 
SBal^rfd^eintid^feit, baß unter ben greigniffen E, F, G, , . ba« Sreigniß 
E eintritt. I)iefe relative SBal^rfc^einlid^^feit bon E ift baö 95er§ättniß 
ber äBal^rfdl^eintidbfeit bon E ju ber äBa^rfc^eintic^feit, baß eine« ber 
Srcigniffe E, F, G, . , eintritt. $Denn nad^ ben obigen 9}orau«fefeungen 
(3) giebt e« unter m^ + 7712 + ^^3 + • • Säfi^i ^'^i 8äHe, in benen 
E eintritt; atfo ift bie retatiue SBa^rfd^eintidj^feit bon E 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 29. S>tc SBa^rfdifcmrid^Wt. 177 



N 



^1 + »^2 + W3 + . . ^ I ^2 I ^ , 

N "^ N ^ N ^ 



3. S. Die mafix\ä}tinü(ifUxt, mit 3 SBürfeln 3 gleiche 9iitmmern 
ju »erfcn, ift ^. $Dtc SBaH^einlid^tcit, mit bcnfetbcn SBfirfctn nur 

2 fllcid^e 5Rummern ju werfen, iP (2) "p^- ^^^fl'- ®^H^ 2 in (1). 

©al^cr ift bic SDSal^rfd^cinlici^Iett, mit 3 SBürfeln bietmel&r 2 gtcid^e 
5Rummern ate 3 gleid^e 5Kummern ju tocrfen, 

3^6^.5 ^ 15 

3.6.5 + 6 16* 
ffienn bie gegebenen Sreigniffe contrar finb (4), fo ift bie relatibe 
SBal^rfc^eintid^fcit eine« unter il^nen t)on ber abfoluten SSJa^rfti^eintid^feit 
beffelben nid^t berfdjfieben. 

«* !Die SBal^rfd^cinlid^feit, baß bie bon einanber unabl^ängigen 
greigniffc E, F, O, , . jufammentreffen b. 1^. g(ei%itig ober in 
einer beftimmten Drbnung mäf einanber eintreten, ift ba« ?ßrpbuct ber 
SBal^rfcif^einlid^feiten ber einjetnen ©reigniffe. 

aSetoei«. SBenn unter n gätten m gatte finb, in benen E eintritt 
(nid^t F), unb unter n^ gäüen m^ gäöe, in benen F eintritt (nic^t E), 
jo giebt e« unter nn^ gäöen, in benen bie gäHe ber erften Slrt mit ben 
gäüen ber jweiten Slrt xufammentreffen lönnen, mm^ gaöe, in benen 
ein Eintritt Don E mit einem eintritt öon F jufammentrifft. SHfo ift 
bie ©al^rfci&elnlid^feit be« Bwf^^^^w^^ff^"^ ^^^ ^ w«^ ^ 0>^^ jufam* 
mengefeftten Sreignlffeö EF) 

mm* m m« 



nn^ 



1 '• "1 



^aben bie greigniffe E, F, G einieln bie SBal^rfd^einlid&feiten p, q, r, 
fo l^at ba« 3ufammentreffen Don E unb F mit O (ba« ßreigniß EFO) 
«e SBaljrfc^ein(i(^Ieit 

(pq)r = pqr. U. f. ti). 

©eif<)let 1. ffienn bie Urne ü 5 »eiße unb 7 fd^toarje Äugeln 
.nt^ätt, fo ift bie ©al^rfdf^einlid^teit, baß unter 6 l^erau^genommenen 

Rugeln2ioeißefinb, (^)(^):(^g^). 

»al^cT. I. 4. %üfl. 12 
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178 Sittöcnieinc Slrit^mcttl. 

SBenn bic Urne V 8 toeißc unb 10 fd&tüarse Sugetn mtf)ätt, fo ift 
bic SBal^rfd^cmtid^feit, baß unter 9 l^erau^genommenen Äugeln 4 u>ei§e 

2)ie SSSal^rfd^emlid^feit, baß unter 6 an^ U genommenen Äugeln 2 
tt)etße, unb jugteid^ unter 9 au« V genommenen Äugeln 4 weiße fid^ 
befinben, ift bemnad^ 

/5\/7\/8\/10\ , /rA/18\ ^ 3675 _ _1_ 
U/UJU/Uy' * U A9; 26741 7,28* 
Seift) i et 2. $aben bie Sreigniffe E nnb F bie SBal^rfd^einlid^* 
fetten p unb 0', fo ift bie SBal^rfc^einlid^feit beö 3ufammentreffen« 

t)on E unb F pq, 

Don E unb 5Kid^t^F . . • ./?(! — ^), 
bon 5Kid^t:*£ unb F . , . . (i — p)q^ 
Don "SliäfUE unb 5«td^t^F . , (i — ^)(i _ q), 

eine« ber 4 xufammengefefeten (Sreigniffc muß eintreten, atfo finb bic* 
feiten conträr (4). 3n ber Zf)at ift 

pq + Pa -q) + {\- P)q + (1 - P)a - !?) = 1. 

S8eift)ie( 3. ^aben bie greigniffe E, F, O bie SBa^rfdf^einlic^* 
feiten p, q, r, fo ift bie SBaM^^^iulid^feit, baß E nid^t eintritt unb F 
eintritt, (1 — jp)?; bic SBal^rfdS^cintid^feit, baß E unb F nxäft eintreten 
unb G eintritt, (1 — p)(l — q)r] atfo bie SBal^rfd^eintic^feit, baß 
entloebcr E eintritt, ober baß F eintritt, »enn E nid^t eintritt, ober 
baß G eintritt, »enn E unb F nid^t eintreten, 

/> + (1 - P)5 + (1 - P)(l - q)r. 

©eift)ict 4. SBenn bie Urne U 5 tt)eiße unb 1 fd^toorje ^ugel, 
unb bie Urne V 3 »eiße unb 4 fdi^toarje Sugetn entl^ält, fo ift bic 
SBal^rfd^cintid^fcit, in U ju greifen, i, unb bie SBal^rfd^cinlid^fcit, baß 
eine an^ U genommene Äuget »eiß ift, f. 5l(fo ift bie SBal^rfd^cinlic^^ 
feit, baß bie ergriffene Äuget au« ü unb weiß ift, i.f. (Sbenfo ift 
bie SBal^rfd^eintid^feit, baß bie ergriffene Äuget au« V unb loeiß ift 
^.f 5Dic SBal^rfd^eintic^fcit aber, baß eine an^ einer Don beiben 
Urnen genommene Äuget lociß ift, l^at ben SBert^ (3) 

aSeifpicI 5. SBcrben SSerfud^e angcftcöt, bei benen entmeber E 
mit ber SBal^rfd^einlidS^feit p, ober F mit ber SBal^rfdS^eintid^feit iq ein* 
tritt, fo.baß E unb F conträr finb unb bie ©umrnc il^rer SBa^rfd^eim 
lid^feiten jp + ä' = 1 : b^un ift bie SBal^rfd&cintid^tcit, baß bei n SSer^ 
fu^en fcmal E unb (n — fc)mal F in einer beftlmmten Drbnung 
eintritt, p^q'^'K 9Son k Elementen E unb n — k gtementen F giebt 
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§. 29. 2)ic Sa^rfdf;cmlid)fctt I79 

^^ ^^^^ fc!(n — fc)! ^^^"^"*<^^'^«^" (§• 2^' 4), alfo ift btc SBal^r^^ 
fcjeinlid^leit, baß bei n S5erfud^en hxaoX E unb (n — fc)mal -P in 
beticbigcr Drbnung eintritt, 

— p^q^-^ 



lc\{n — k)\ 

SDabei tt>irb getoiß enttoeber wmat E, ober (n — l)mat E unb Imaf F, 
ober (n — 2)mal E unb 2mal i^, . . , ober Intal E unb (n — i)nta( F, 
ober nntal F eintreten. 3n ber S:]^at l^aben bie SBal^fc^elnlid^feiten, 
loel^e an« ber gefunbenen gorntet entspringen, tt)enn fc bie SBertl^e 
w, w — 1, . . , 1, erl^ält, bie Summe (p + ^)'» = 1 (§. 23j. 

ÜDie SBal^rfd^elnüd^feit, baß bei n Serfud^en tocnigften« Ä:mal E 
eintritt, ift bie ©umme ber SBal^rfd&einßci^feiten, baß E fanat, {k -|- \y 
mal , . ., nmal eintritt. 5Die SBal^rfd^cintid^feit, baß bei n aSerfud^en 
l^öd^ften« (fc — l)mat E eintritt, ift bie ©umme ber ffial^rfd^eintid^:: 
feiten, baß E Omal, Imal, . . , (fc — l)mal eintritt. Diefe beiben 8Ba^r* 
fd^einti(i^!eiten ergänjen fid^ ju 1. 

Slnaloge ®emerfungen gelten für mcl^r conträrc ßrcigniffe, »eld^e 
bei einer Sieil^e bon 93erfucl^en mit beftimmten SSal^rfci^einßd^Ieiten ein^ 
treten. 

©eifpiel 6. SBenn man bie JBa^rfd^einlic^feiten, mit einem 
©firfel bie Slummern 1, 2, 3, . . ju werfen, burd^ Pi, p^t Pzf • • be^ 
jeid^nct, fo \\i Pi + P2 + P^ + - - = 1. S)ie SBal^rfd^einUd^teit, 
mit einem fold^en SBürfet bei n SBürfen fcmat 1, /mal 2, wimal 3, . 
unter ber ©cbingung fc + z + m + .. = nin beliebiger Orbnung 
ju werfen, ift 

5Die Sßal^rfd^einüd^feiten aber, bie berfd^iebenen ßom))Ie{ionen ber n 
SBürfc ju erhalten, finb bie einjelnen ®(ieber, au« benen bie ^otenj 
(Fl + P2 + /^3 + . -r befte^t (§. 27, 2). 

5Die SDäal^rf^einlid^fcit, baß bie ©urnmc ber n geworfenen 5Wummern 
s beträgt, ift bie ©umme ber ©lieber bon {p^ + F2 + P3 + • .)^ 
bei benen bie ©umme ber 3nbice« bon p ben SSertl^ s l^at. 35ertaufd^t 
man p^ mit p^x, p^ mit ;?2^^ Ps ^^^ Ps^^f • •; fo erfd^eint biefetbc 
SBal^rfd^einlid^feit aU Soefflcient bon x^ in (Pia? + jP2^^ +-P3^^ + • 0"5 

mit](fin ate Soefpcient bon cc^ in ^(x + x'^ + . . -{- x^)"", wenn 

bie JBürfe mit einem boüfommenen gemeinen SBürfet gemad^t Werben, 
bei wetdj^cm Fi == /^a = • . = i ift. SScrgt SKoibrc Mise. anal. 

12* 
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1 80 sittgemeine Strit^mctif. 

p. 196 unb Guter de partitione numerorum (Nov. Comm. Petrop. 3 
unb 14). 

S)ie SBal^rfc^einlid^fcit cineö bcftimmten 3Burfc6 mit n glctd^en 
SBurfeln ift nid^t bcrfd^iebcn bon ber SÖBal^rfd^einlid^teit, mit einem 
SQSürfel bei n SBürfen biefetbe (Som^jtejion ber 5Wummern ju erl^atten. 

7, SBenn bte greigntffe E, F, G, . . tk SBal^rfd^einfic^feiten 
Pf q, Tf . . l^aben unb conträr finb, fo baß i^ 4- g + ^ + • • == 1 5 
tDenn ferner nad^ 95ertrag ber ßintritt bon E, F, G, .. jur golge ^t^ 
baß bte ^erfon A, B, C, . . ben ®eminn S erlangt, fo gebühren ixor 
ber entfcj^eibung ben einjetnen ^erfonen bie Slnt^eile pS, qS, rS, 
. . . <Sinb nämtid^ über^au}>t n gätte mögttd^, unb ebenfobiet ^^erfonen 
borl^anben, bon benen bie Ite, 2te, 3te, ♦ . ben ®ett)inn S erlangt, Je 
nad^bem ber Ite, 2te, 3te, . . galt eintritt, fo l^aben alte ^erfonen 
gtetd^en 2lnf}>rud^ auf S, folgtidS; gebül^rt bor ber Sntfd^eibnng einer 

ieben ^erfon -. SBenn nun unter ben n gäöen m gatte finb, in 

benen baö ereigniß E eintritt, fo bereinigt bie ^erfon A in fid^ bie 
2lnf))rü^e bon m jener ^erfonen, folglid^ gebührt il^r bor ber @ntfd^ei=^ 

bung - /S' b. t. pS. U. f. f. 3n ber Zf)at ift 

pS -{• qS + rS -i- . .^= (p + ^ 4- r + . .) ^- = Ä 

^te "ißrobucte bed erwarteten @ett)innö mit ben SBal^rfd^einltd^lctten 
ber ©rtangung l^eißen bie Hoffnungen (partis, exspectationes, sortes) 
ber üerfd^iebenen ^erfonen auf ben ®en>inn, unb berl^atten pd^ ju 
einanber ber {Reil^e nad^ ti)ie bie SBal&rfd^eintid^feiten, baß ber botte 
©eioinn ben einjelnen Sl^eilnel^mcrn sufättt. 

äBenn ber burdj^ ben Eintritt eine« ber conträren Sreigniffe E, F, 
Gf . . bon einer ber 5ßerfonen A, B, C, . . ju erlangenbe ©etoinn S 
Don ben 2:]^eitnel^mern be« aSertrag« aufgebrad^t »erben fott, fo muffen 
bte Beiträge berfetben pS, qS, rS, . . b. 1^. i^ren Hoffnungen gleid^ 
fein, alfo ju einanber ber 8Jei^e nad^ fid^ berl^atten, »ic bie SBal^r^ 
fc^etntid^feiten ber greigniffe E, F, G, , . toüäft bie berfd^iebenen 
^erfonen erioarten. I)iefetben Seiträge finb bon A, B, C, .. ju leiften, 
toenn fie jur SBette ober jum ®tüdf«f}>iete fid^ bereinigen mit ber ©e^ 
btngung, baß A, B, C, . . bie ©umme ber Sinfä^je gewinnt, je nad^bem 
E, F, Gf , . eintritt. 

2Benn in^befonbere A UfjanpUt, baß baö Sreigniß E eintreten 
njerbe, B aber ba« ©egentl^eit bt^aupttt, unb beibe ju einer SBette 
fid; t)ereittigen, fo l^at ber eine ^Ä, ber anbere (1 — p)S einjufefeen, 

1 p 

b. 1^. B Ijat bem A ba« ^fadf^e entgegeuiubieten. 
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einfafe unb ©etolnn bc« ®|)ieler« foöen fid^ berl^altcn tt>ie bic 
aBal^rfd^eintici^feiten, ju gewinnen unb ju berlicren. 5Dctn ßinfafe bcö 
©pictcrö toirb bon ber gotteric ober ©pielbanf ein ©cmirtn entgegen* 
gefegt, ber bie erforberli^e §ö^e meift nid&t erreid^t; man red^net auf 
bte ßuft ber SKenge am ©etPinn oi^ne Slrbeit. 



§. 30. ©ic Äettenbrüci^e. 

(«ei* §. 85 ff.) 



1- SBenn man au« ben ©rögen a 
fionen bie Äette bon ©(eid^ungen 


unb 6 burc^ fucceffibe 5)tbU 


a = ft^r -f 
fi == er + 
c = ds + 


c 
d 
e 


u. f. ti). bilbet, fo ift 


' 


b 1 c 


1 






6 1 

^ a 1 ^ 




Ä -1- 


"T 



35icfe ßntmidelung bon ft : a l^eigt ein Äettenbruc^ (fractio continua), 

111 

gebilbet au6 ben ©liebem — , ~, —, . ., unb tuirb be«l^aI6 aud^ 

ö)ie folgt bejeid^net*) 

1 = 1 + 1 + 1 + ... 

a q r s * 

35ie übergefe^ten "ißuncte beuten an, baß ba6 golgenbe ju bem iebe«mal 
borl^ergel&enben 9lenner gel^ört. 



*) S5on ben bct neuem 3cit angel^Briaen ÄcttcnBrüiiften (fractio continne fracta) 
\)at ?otb SBrouncfer um 1605 eine berühmte Slnttenbung gemad^t (Wallis opp. 1 
p. 469). $alb barauf gebraud^te fugend bie $etten6rü$e unb gab eine X\tom 
berfelben (Automatum planetarium um 1682 öevfagt). Suler ^at ben tarnen 
fractio continua eingcfil$rt (Comm. Petroj). 9.); ber Slu^brud Äettcnbru^ ifl im 
SCnfang be« 19ten Sa^rb. üblid^ gettjorbeu; bie obtae ©ejeici^ttung rü^rt bon 3- -©. X. 
aWüUet ber, Mg. Slrit^im. 1838. ©efonbern Sutoa^e erbielt bie Seigre öon ben 
Äettenbrü*en bur^ Suler (Nov. Comm. 9. Acta 1779 I), Lambert (Beiträge 
II, 1 p. 55 unb 140), Sagrange (Sujäfte jm* franj. S(u«gabe öon ©uler'8 Sllgebra, 
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182 5Cttgcmetue SCnt^mctü. 

5)er tettenbrud^ bleibt untjcränbert, toenn man ben ^^kt unb 
ben 5Renncr eined ©liebet unb jugleid^ ben ^äi)Ux be§ fotgeuben ®(iebe§ 
mit bcrfelben Bal^t multiplicirt, totil j. SB. 

m 1 

mr -|- mx r -\- x' 

3. 9lud ber aQgemeinern $ette Don ©teici^ungen 
Pitt — q^u^ + «2 =0 



finbet man 



^i^^i-i - ft^^i + «i+i = 



«fl ^ Pl *f2 ^ P2_ 



U tt< 



unb bal^er ben Scttenbrud^ 

?^ = ?i -1^ ?i ^ ?i ^ 

W ^1 ^2 ^3 

üDie (Stößen m^, M3, m^, . . fbnnen md) unb na6) fämmtüd^ t>\xx6) 
u unb u^ mit §ütfe t)on ;>, , ^g^ • w S'tf 9'2/ • • au^flebrüdt tpcrben. 
Slu^ ben SRefuItaten 

M. = U. Ut — k. U , U. , = U. , U4 A. , M 

**i n**! '^i**/ "i+i ri+l"l i+l 

erptt man bann 

^ _ ^^i = 3 üi -_ ^ = !j±]L. 

SBenn nun - unb -^^ entgegengefefete '^a^tw finb, fo liegt ber Setten^ 
bruc^ J jmifc^en ben Orenjen -^ unb -^, tpetd^e be^^alb 9lä^e^ 

rung^brüd^e l^eißen. Unb menn u^ Derfci&tt)inbet, fo ift — = — • 



^^on 1795), ®au6 Disq. geu. circa seriem inf. 1812, SWöbiu« (Srcttc 3. 6 
p. 215. 2)tc l^iev mitgctl^citte Stuffaffung bicfct Seigre ^at man @d6 eibu er ju i)cr=^ 
banfcn. SBcrtd(|te ber Sci^j. ®cf. b. 3B. 1864. 
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Demnati^ f)at 


man 












k - 


P^ 






«2 


= ^ 


_:-^ -- 


H 


«i' 






«I- 


22 


«3 


h _ 


Pi • 


i»2 




«3 


_ P» 


. P4 ^ 


(*3 


5-1 


«2' 




«2 


?3 


5-4 


*4 _ 


Pt ■ 


/>« • 


i>3 


«4 


— ^ 


J_?5 -^ 


f4 


?r 


«2 


?3' 


«3 


9'4 


?5 • 


u. f. to. 















3* 3ur ®eftimmung ber ©rößen A. uitb (i^ genügt bic ©emcrlung, 
ba§ nad^ (2) für beliebige Sffiert^e Don m unb u^ 

fein mu§. ©aju »irb erfcrbert, ba§ bie ßoefficlenten bon u unb u^ 
i)erfd^minben (5ltgebra §. 4), b. 1&. 

^-i/^i — ^i^i + ^m = 

Diefe« ©Aftern bient jur fucceffiben Sered^nung ber ®rö§en l unb fi. 

iDenn man ^ai 

Mj = f*i Ml — Ai u, fotglid^ ^1=0, f^i = 1 
M2 =(«2^1 — A2M, fotgtid^ ^2 = Pif f*2 = ^1 

unb bemnad^ 

A3 = ^2^2 — hP2 f*3 = f2^2 — f*li^2 

A^ = X^q.^ — A2JP3 fA4 = f^sÖ's — f*2P3 

a. f. tt). 

4. äu« bem gefunbenen ©Aftern (3) 

i'i-iPi — Mi + ^i+i = ^ 
föfgen bie atetationen 

^i+if*i.i - Vi^i+i = (^f*i-i - Vif*i)^i- 

Sflun ift A2 f^i — Klh = Pif f^^al'^ ^3 f*2 - ^2 f^3 = Pi P2/ * • r ötfo 

^i+if*i — hf'm = ^1^2 • • Pi 

Kn_h^P_i_:_^i hn _Ki _ Pi' '-Pi-i^i 
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184 5Wlgcmeiuc Slrit^metif. 

2)al^er ergtebt \i6f 

^ Pi I Pl^ I Pi P'i P s , , Pi ' ' Pj 

jur Slitflöfung eine« Äetteitbrud^ö in ein ^ot^nomium, nad^ tpetc^iem ber 
Settenbrud^ beurtl^eift tperbcn fann, befonber« in bem gatte, ba§ bic 
2(njat)l feiner ©lieber nnenbtld^ groß ift. 

«i. Slu« bem obigen ©Aftern (2) 

u. = ii.u^ — k.u 

folgen bie 9f{elationen 

alfo (4) * 

f*i+i^ - ^i'^iti = Pi ' 'Pi""' 

(Sine ä^nlid^e ^Relation befielet jtoifd^en 3 beliebigen ©rögen u nnb fann 
au« bem ©Aftern 







«h 


= f*h«i 


-l,u 






»i 


= f i «1 


-l,u 






«k 


= fk«i 


-X^u 


atgeleitet 


werben. 








6. 


9lu8 bett 


gefunbenen SJBertl^en (4) etj 






*iti *i 


. *i 


Kl 



f^pi 

S55enn nun bic ^aJ)lm vi, P^, • . negatit) unb bic Ballen q pofitit) 
finb, fo tt)irb /^.^^ > — ^.^.^p^ (3) b. 1^. bie Diff crenjen ber fotgenbcn 

Srüd^e — bilben eine faHenbe Sieil^c mit abtocd^fclnbcn '^txi^txi. 
5«un ift 

negatit), fotglid^ 



^ ^ ;=3 P^ P^ 

f*3 f*2 f*2 f*3 



Digitized by VjOOQ IC 



§. 30. 2)ic Äcttcnbrttdjc. 185 

h h- -^ ^ ^ ^ ^ ^ ^2>— —^ ' 

fh H H f*3 H H H H ' ' ' 

^ "> ^ ;> ^ "> ♦ 

f*2 f*4 f*6 ' ' 

h^ ^ h. ^ \L ^ 

(^3 ^5 ^7 

7. ffienn bte ^a^txx p Sinl^eiten unb bic ^a^Un q ganje ^aiflm 
fuib, fo [inb A. unb ftj retatibe ^rimäal^ten. ÜDenn i^r größter fleinein* 
fd^aftttd^cr ÜDibifor gel^t in X-^^im. — Aji^j^i auf, unb fann bemnac^ (4) 
eine Sinl^eit nid^t überfteigen. 

SBenn p^ = \^ p.^ = p^ = . . = _ 1 unb q^ , q-i • • po\itm 
flanje Saluten [inb, fo bifbeh bie ©rößcn Ic^, X^, . . , (I2, i^s, . • ftei^ 
genbe ateil^en, unb jn^ei folgenbe iRä^crung^brüd^e fönnen nirf;t ben 
Quotienten ganjer ^af^ltn a unb b einfd^tießen, üon benen b ^mifd^en 
ben 5Rennern ber beiben 9iäl^erung«brüd^e liegt. aaSäre 

h ^ — ^ ^^^^ 



[0 XOCLXt 

^ > («f*i — ^)f^iH > f*ifi 

toeil «fij — hX^ ganj unb bon berfd^ieben ift. 

8eifj)iei. Um einen Quotienten ganjer ^<i^tn burd^ Quotient 
ten !teinerer ganjer ^a^tn mit größter Slnnäi^erung audjubrüden, ut^ 
toanbett man il)n nad^ (1) in einen Settenbrud^ unb bered^net bie 9M* 
l^erungöbrüd^e. aWan finbet 

5829^ 1 ; i ; i ; 1 ; 1 ; 1 i 1 i i^iJ i 

7634 ~ 1 ^ 2 "^ 1 "^ 9 "^ 1 "^ 3 "^ 1 "^ 1 "^ 6 "^ 3 
mit ben irrebuciblen 9iäl^crungdbrüd^en 

JL^ 2^ 3^ 29 32 125 157 282 1849 
r 3' 4' 39' 43' 168' 211' 379' 2485* 

1 3 32 

®ie ©rüd^e y, j, j^, . . bitben eine bi« ju bcm gegebenen 

2 29 
Srud^ faüenbe SReil^e, bie SSrüd^e ^, öö^ • • ^'"^ ebenbal^in fteigeube 

125 
SJei^e. J)er gegebene ©rud^ tt)irb burd^ ben ®rud^ ttwt mit bem 
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186 Slffgcmcinc Slrtt^mettf. 

^^^^^^ 168 211 ^ 1682 ^w^ä^^^ß^Jt, unb genauer aU burc^ irgenb 

einen Srud^, beffgi 9ienner 211 nid^t erreid^t unb beffen B^^^er eine 
Sanje 3a]&l ift. 

8. ffienn p^, p^, p^, . . j)ofitiDe ganje B^^fen finb, fo l^at ber 
unenbtid^e Settenbrud^ 

Pl J_ P2 _1_ /^3 _L_ 

Pl + 1 P2 + 1 i>3 + 1 

ben aaSert^ 1 % J)enn man l^at (3) 

KiPi - h(Pi + 1) + ^iH = 0. 

Vi — ^ = (^i — h-i^Pi- 

Sfiun ift A3 — ^2 = (Aj, — Ai)i?2 = p^p^, . . , atfo X.^^ — A. = 

i^i • • Pi ^« ^- ^2f hf ' ' t f*2f f*3f • • P^ fteigenbe 9?ei^en pofitiüer 
ganjer ^ai)Un. gerner l^at man 

("in — ^iH = (f*i — h^^Pi + l) — (f^i-i — -^i-i)^!- 
?«nn ift f*i — Aj = 1 , f*2 — ^2 = t , f*3 — A3 = i?2 + ^ ^ F2 

= 1, u. f. to. gotflOc^ 1 - 77 = ^- ""^ 

"i n 

lim — = L « = QO. 

9. SBenn Pi, Pa^ • • f ^i^ ^2^ • • pofitibe ganje 3<i^fen fin^ wnb 
bon einer beftimmten 5Rummer an qi> p^ + 1; q^^i > p^^^ + 1, . . , 
[0 f)at ber au^ unenbtidjy t)iel j)o[itiben ober negatiben ®tiebcrn 

" / ^^/ • • flebilbete Äettenbrud^ einen irrationalen ggSertl^ unter 1. 
Qi 92 

S3ett)ei«. 9Kan bilbe für ben gegebenen Settenbrud^ tiefte bon 
ber gorm 

^k Pic j_ Pm _i Pm : 
Vi ^k — 3kn - ^k+2 — 

!Dann l^at man 

^k Py , 



*) 55crgt. 2egcnbre G^om. Note 4. 
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aifo ftnb, mm j. 33. v,_^ unb v. ganje 3a^(en finb, atte t? ganjc 
3a]^ten, unb bcr Settenbrud^ l^at einen rationalen ^txti). 
9lad^ ber S5oraui^fefeung ift aber 



folfltid^ 



^iH 



'^ -<1. — ^^V-<1... 



Pirt „ 1 Pi*2 



?i±^ «in + 



?iU ~ % 



2 



u. f. \x>. 5ltfo [tnb -^, ^, -^^, . . ec^te «rüd^c. 

©efefet nun, v..i unb v^ toären ganje 3«^ten, fo bitbeten bie g^^njen 
^<x^tn Vj_i, Vj, i;.^j, . . eine fattenbe JRei^e mit ber Orenje 0, ^t^tn 
bie aSorau^fefeung, bag lein 9tcft beö gegebenen Settenbrud^« Derfd^tt)inbet. 
3:)emnad^ lann ber Settenbrud^ einen rationalen SBertl^ nid^t l^aben. 



§. 31. 5)ie @j))Ottentiahci^e* 

1. (glnc unenblid^e ateil^e*) b. ]^. ein "ißot^nomium bon \xx^^ 
enbltd^ Dief ®{iebern «o + wj + Wg -| . . ift ber 2lu«brudE einer be* 
ftimmten ©röße unb l)ei§t conöergent, toenn bic®umme ber ©lieber, 
»etd^e bem nten ®tieb folgen, bei ^inreid^enb großem n beliebig Hein ift. 
©ei mangetnber Sont)ergenj ift bie unenblid^e 9iei^e fein braud^barer 
äudbrudt einer ®rö§e unb l^eißt bibergent. J)ie einfad^ften S3ei== 
fpiete conDergenter SReil^en finb ber unenblid^e ©ecimalbruc^ unb bie 
unenblidjye fallenbe geometrifd^e ^rogreffion. 3Benn x ein realer ed^ter 
SBrud^ ift, fo l^at bie unenbtid^e SReil^e 1 -\- x -{- x'^ + . . \>tx\ SBert)^ 

unb mirb burd^ bie n erften ©lieber 1 + a? + . . + x^-i 



*) Series infinita convergens nad(i S'Jcnjton, bei* jucijl unenb(i(i^e IRei^cn jur 
2)arflcttun8 toon ©rbßcn in umfaffcnber SÖßcifc wtgcUjenbct l^at. 
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au^gcbrüdt mit bem %t^tx , bcr bei l^inreid^enb großem n 

bettebig Kein ift (§. 1 1, 8. §. 12 unb 22). 

ggßenn u^ = a^-\- ib^ com^)fc5 ift, unb toenn bon bcn beiben 

unenbUd^en JReil^cn «o + «i + «2 + • •. "«^ *o + ^j + *2 + • * 
jebe für fid^ conbcrgcnt ift, fo ift bic uncnblid^^ JRei^e "0+^1+ w^ + . . 
conbergent. 

Sffienn bic Somjjtejc u^ bcn ÜKobul v^ l^at, unb toenn bic uncnb= 
(id^e aiei^e v^ + vj + Vg + . . coniiergent ift, fo ift bic unenbtici^e 
gftei^e Wo + w, + w^ + • • conbcrgcnt, tocH toeber a^ nod^ ö^ bic 
®rö§e v^ übcrfteigt (§. 16, 7). 

3. 333enn bic ©lieber uq, u^ , u^, . , })ofitiD finb unb bon u^ 
an Vit ©lieber einer faßenben geometrifd^cn ^rogrcffion nid^t über^^ 

fleigen b. ^. 

"kfi < ^k^' ^k<2 < "kfi5 < *'k5^ . • (? < 1) 
fo ift bte uncnblid^e Sieil^c wo + mj + «3 + ♦ • conbergent, tocit 

^k+r + ^kmi + • • < "k9'(l + g + 5^ + . .) < ^ 
— — l—g 

bei !)inretd^enb großem r beliebig Kein ift (1). 

SBenu in^befonbere leine« bcr jjofitiben ©lieber a^, a^b, a^b'^, . . 
bte ®rö§e c übcrfteigt, fo ift bic uncnblid^c Sicil^e 
(I) ao + a^x + a^x'^ + . . 
conbergcnt bei aßen |)ofitit)en x, toetd^e b nid^t erretd^en. 5)cnn bic 
©lieber biefer 9teil&e überfteigen nid^t bie ©lieber bcr faltenben geome* 
triften ^rogreffion 

X x^ 

Sei benfelben x conbcrgiren jugleld^ bie abgeleiteten 5Reiben 

(11) a^x + ^aia?2 + ^a^^x^ + . . b. i. x{aQ + \d^x + ^a.^x'^ + . .) 

unb 

(III) a^ + 2^20; + 8030^2 .|_ _ 
^ie ©liecer bcr Stellte (III) überfteigen nid^t bte ©lieber 

b' b b' ^ b b'^' ' * 

toeld^e üon einem befttmmten ©lieb an bte ©lieber einer faßenben geo^^ 
metrifc^en ^rogreffton nid^t erretd^en. S)enn man finbet . 



1 
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Iti f < « (§• 12, 3) U. f. tP. 
unb s' < 1, toenn k > i-^. 

SBcnn bic unenbltd^e Stellte (I) covi\pU}ct (Stiebet f)ai, fo jiel^t man 
bie ou^ ben 5ülobuln ber ©lieber gebltbete unenbtid^e JRei^e in ©e=^ 
trad^t*). 

3. (Sine unenblid^e 9?ei^e bon ^jofitiben nnb negatiben ©tiebern 
ift unbcbingt conbergent, toenn bie au« ben SJiobutn (j)o[Uiöen 
äeträgen) aller ©lieber gebilbete JReil^e conbergent ift. ffienn aber fonjoi^t 
bie 9iei^e ber pofitiben ©lieber atö aud^ bie JReil^e ber negatiben ®Iie^ 
ber iebc für fid^ bibergent ift, unb toenn nur bic folgenben ©lieber ber*= 
fetben me^r unb mel^r ber 92utl fid^ näl^ern: fo lann burd^ fucceffibe 
(Sinreil^ung ber (negatitjen) ©lieber ber jtoeiten JReil^e jtoifc^ien bie (po* 
fttiijen) ©lieber ber erften JReil^c eine bebingt conbergente unenb^ 
tid^c JReil^e gebilbet toerben, bereu SBertl^ bon ber Slnorbnung i^rer 
(Sliebcr ab^ngt**). 

Damit bie unenbtid^e Sieii^c ben beliebig gegebenen j)of{tiben SBert^ 
C au^brüdte, nel^me man fo lange ©lieber ber erften Sleil^e, bi« bie 
©umme über C fteigt, bann fo tauge ©lieber ber jtoeiten JReil^e, bi« 
bie ©ummc unter C fällt, u. f. \x>. mit fteter 9lbmec^fefung. ÜDer ge^* 
(er ber ©umme überfteigt uid^t ben ©etrag il^ree testen ©liebe« unb 
tpirb nad^ l^inreid^enber gortfe^ung be« angezeigten äJerfal^ren« be^ 
licbig Kein. 

4, !Der äüert^, toetd^cn y +—) ^^^ gegebenem x unb uuenbtid^ 

großem m erl^ätt, loirb burd^ bie conbergente unenbtid(>e ÜJeil^e au^ge«» 
brüdtt***) 

4 \ , a?2 fljS aj4 

1 + - + -2-+ 3j-+4r + -- 



♦) Cauchy Anal. alg. c. 9. «bei (£rcUc 3. 1 p. 313. Briot et Bou- 
quet fonct. doubl, p^rioof. 12. 

*♦) «cmctfung 2)tridJUt'« («bl^anbl. ber S5ett. 5lcob. 1837 p. 48)^ erläutert 
toon ^Rtcmann ls54 a)arfleUbarfett einer gunction burdj eilte triaonomctnfAe bleibe 
(@ött. m- ®t>. 13). »ergt. unten §. 32, 6. 

•*♦) (guter Introd. I §. 115. 
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©ctocie. 5Bci ganjcn pofitit>cn m ift nac^ §. 23 
^' , x\^ , , X , m— 1 x^ , m — 1 m — 2 x^ . 



1 



m* 



ein ^ot^nomium üon 1 + m ©tiebcrn. ÜDic (Stiebet beffelben fiber^ 
ftcigen nid^t bie (Stiebet 

a:^ x^ x^ 

^' '^' T' 3T' Tf' • • 

n^eld^e bon einem Bcftimmten (Stieb on bie (Stiebet einet fattenbcn'fleo^ 
ntetti[d^en ^^rogreffion nid^t etteid^en. Denn man ffat 

ktl k 
X X X X 

(fc+"l)[ * TT ""■ k + \ ^ ^' k + 2 ^ ^' • • 
unb q < \f menn Ä;+ 1 > x, folglic!^ n. f, to. (2). 

5. göt (l+— ) pni>et man bei nnenbtid^gtogem m (4) 

1 + 1 +2 + yi +|r + .. = 2,71828.. 

(§. 19, 3. 35ergt. §. 12, 6. (Sem. Sltitl^m. §. 18) unb itoat au« ben 
1 + n etften ®(iebetn mit einem gelltet, bet ben nten Sl^eit be« testen 
®tiebee nidjt erreicht, toeit 



(n+1)! ' (n+2)I ^" n!|n + l ^(n + l)(n + 2) 

^ nlln + l ^ (n+l)2 ^ * 1 ^ n! n 
liefet SBertt; bet unenbtid^en SReil^e ift ittationat*) unb tt)itb nad^ 
©utet butd^ e bejetd^net. 3Bäte e bet Quotient bet ganjen 3^^^^^" 
r unb s, fo fänbe man butd^ 2JiuItit)ticatiön bet 9iei^e mit «! eine 
Summe v»ön ganjcu S^a^tw nebft ben Studien 

5+1 ^ (5H-i)(5-f2) ^ • • ^ 5 
5Wun ift (r:s)sl eine ganje ßaifl, atfo betmag r:s ben S35ett^ e nid^t 
üoütommen auSjubtüden* 



•) jDic Snationalität öon e unb n (f. unten 10), fotoie ^on e^ Ux vationatem 
X ttjurbc juerjl i)on lüambcrt 1761 beriefen (S3eiträgc II, 1 p. 159. SScrgt. Scgcn= 
bre G^om. Note 4). 3)er ^ier gegebene einfa^e 5Be»ei« für bie 3nationaUtät Don 
e ift i3on goutier flcfüfjrt luorben. @. ©tainöiUe Melanges d' anal. 1815 
p. 339. 
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Ö. Dif juerft i>on 9lett)ton (Otbenburg an Sclbnij 1675 Slprit 
12 unb 1676 3uli 26) aufgcftcüte bei beliebigen x 'conöergente unenb* 
lid^e Siei^e 



1 + a? + 



+ ±: + ^ + 

^ 3! ^ 4! ^ 



fönt bei realem x mit bem t)o[itiben SBert^ bon e^ jufammen nnb be^ 
finirt einbeutig bie ^otenj e^ mit com^jtejem Sfponenten. ©ie l^eigt 
bie Sjfj)onentiatrei^e, nad^em bie ^otenj, infofern fie bon bem 
Sjponenten ab^ngt, eine @fj)onentialgröfe genannt n>orben toar*). 
SBetoei«. Durd^ bie ©nbftitution m^= ^ n>lrb 

(.+5)-=(<+^r=[('+m' 

©ei nnenblid^ großem fi toirb m unenblid^ grof^ folgfid^ (4 nnb 5) 



1+0^+ ^+iT + 



3n ber X^at finbet man wx^ 

(' + :)"('+Ö" -('+:)" 

bei unenbtid^ großem m 

hiermit in Uebereinftimmnng ift**) 



« + y + - 



jy 



m 



(. + «+^+-; + ..)(i+,+ ^ + i;+..) 



31 



«^ 

T 



'31 



+ -li + 



+ y + »y + -s-y + 



+ ^ + 



+ 



2 ^ 



3! 



+ 
+ 



= ! + (,+,) 4. i-±?)i+(^?)i + 



*) ^otcnjcn in il^rct Stbl^ängiafctt öon bem @|:^oncntcn tourbcn ^on 3o^. ©er* 




3u(amtncit^>ang gcbradjt batte, tourben bie imaginären @j^)onenten toon (SuUr ein* 
geführt (Introd. I §. J38. «rief an ©olbbad^ 1741 2)ec. 9). 
♦*; @taini)ine 1819 Gerg. Ann. 9 p. 229. 
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«>"' (fc) = (^^=^. ""^ i»«»««««^ 

(ic+y)" _ f!. _|_ _^_ y 1 »°'^ yl i 

n! nl "•" (n— 1)! 1 "f" (n — 2}! 2! "*" " ' 

JBejeid^net man beit ©ert^ ber unenbtid^en Steige, »eld^er bem SÖäertl^ a: 
entfprid^t, burd^ /(x), fo ift /(x) /(y) == fix-\-y), fotglid; 

(/(ar)]2 = f(2x), [f(a:)Y = /(2x) /(a.) = /(3x), [/(*)]" = /O*«;) 

tt>e«ii m eine ^joftttbe 8«nje 3<''^J 'f*- Seiner 

* 2 

Unb ipewn « eine reofe pofititjc 3<^^t ift fo ^at man 

[fix)]-« = 1 : [f(x)Y = 1 : /(«o;) =A-ax) 
mil f(€tx) /(^ ao:) = /(O) = 1. aifo ift [fWY = /(a?) bei realen 

üc^ U. f. tt). 

7. Die SompIej:e coso; + i sina?, beten SIÄobnl 1 ift, tt)irb mit 
einer realen ^affl a potenjirt. inbem man x mit berfetben mul* 

tij)Iicirt*) 

(cosa? + i siua;)" = cosax -\- i sinao?. 

S3cn)eiö. ^laä) S^rigon. §. 4 ift (cosa? + i 8ina?)(cosy -\- i sint/) 
= cosa? cosy — sino; siny -f- i(coax siny -|- sina? cosy) 
= C08(a? + y) + tsin(a: + y) 
ferner (cosa? + tsmaj)(cosy + i8iny)((iOBz + i smz) 
= cos(a? + y + ^) + t sin(a? -{- y + z) 

u. f. m.,. atfo bei pofitiben ganjen m 

(cosa? -}" ^ sina?)™= cos ?na? + isinwa?. 
gerner ift bei pcfitiben ganjen n 

... — na: ... na; 
(cosa: + 1 sina;)"* = cos h i sin — 

/ fix fix \^ 

tDeil [cos h tsin — | = cos na; + iamnx= (cosa? + tsina?)*. 

\ m * m J 



*) ©ttler Introd. I §. 132 ff. 
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Unb tpenn ß eine reale j)ofitiDe ^af)i Ift, fo l)at man 

(cosa? -f- isina?)'^ = 1 : (cosrc -f- tsma?)"^= 1 : (cos /Sa? + tsinjSo?) 

=^ cos( — ßx) 4- «sin( — ßx) 
tOtil [cos ( — ßx) + « sin( — /?a?)][cosjSic + « sin /Ja?] = cos -|- e sinO = 1. 

9lnmerfttng. Sbenfo ift (cosar — tsina?)"= cosax ^isinctx, 

2co8aa; = (cosa? + isina:)" 4" (coso; — «sina?)" 
2tsm€ifa7 = (cosa? -j" «sina:)" — (cosa: — iainx)" 

$)ie Söercci^nttng Don coswa? nnb sinma; a\x9 cosa? ober sina? ift t)on 
SJieta (Logist. spec.) begonnen, bon 3ac. öernouHi (M^m. de Pa- 
ris 1702. Opp. II w^> 97) boüenbet n>orben. SSergl. Stügel matif. 3B. 
2 p. 613. Die angegebenen fd^einbar imagiTiären 5ln6brüde bon cos?7ia? 
unb ammx finb e^, toeld^e bet SJioibrc Miscell. anal. 1730 p. 1 t)or^ 
lommen. !Die "ißotenjirttng ber (5omj)tefen cosa? + «sina; burd^ SKul^ 
tit)tication be« SBinlete, ber Snl^att be« ^uflg fo genannten ,,3Koibre'* 
fd^en ©afee«", ift bon aWoibre nid^t in Setrad^t gejogen n>orben. 

»♦ aSenn x ber ärcu« eine« SBinfel« ift, b. 1^. ber um ben Sd^ei^ 
tct afö Sentrum mit ber ßängeneinl^eit aW 9iabiu« bem SBinfet einge* 
fd^riebene Äreidbogen (ba« SSerl^ättnil bed ©inletö ju bem srten 5El^eil 
tjott ISO», Xrigon. §. 3, 10) fo l^at man*) 

cosa? + t sina? = e^ cobx — tsina? = e'^ 



cos« = 


4(e^ 


+ e-^) = 


.-;' + 


a!< 
41 


6! 


+ . . 


sina; = 


l<- 


— e-^) = 


'-i;+ 


51 






SBetoei«. 


Senn 


» ber «tctt« eine» frlfeen «ßinfet« ift, fo ift 
sin» <;«»-< tangcD 

sin» 
cos» <C <. 1 



mitlitt finb 

1 — cosw sin^co (1 — 8^(0 



= 1 — <: 1 — cos« 

09 






» »(1 + COSOO) 1 + cos OD 

beliebig Kein bei l^inreld^enb Meinen ©. 5Wun ift (7) 

cosa? + % smx = 1 cos — + t sin — ) 

' \ m m) 

*) S)ie «eilten für cosa? unb sina; fmb toon SRetoton (6) öegeben öjovbcn. 
gieren äufammcn^ang mit ba (gj^onenttatreil^e ^at @u(cr a. a. O. gcjctgt. 

Sal1»eT. L 4. «uf{. 13 
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unt) fcci i^inrci(^enb großem m 

mm m m 



C09X 



+ ismx= [l-^l-Ä + ta)]" 



S3ei uncnblic^ großem m \>tx\6f\x>in\>tn d unb £, unb man h^aü (4) bie 
conbergente unenblid^e fRei^e c". It f. to. 

9. S)urd^ bie bei realem x flefunbenen «uöbrüdc (8) tijerben ^ 
finuö unb ®inu« einer comt>le5en ^affl x bepnirt ((Sulcr M^m. de 
Berlin 1749 p. 278). SWan pnbet 

cosO = 1, sinO = 0, co8( — x) = cosa;, 8in( — x) =* — sina? 

(cosjp)* + (sina?)* == 1 

1 — cosx . X — sino: 

unb 

X X 

beliebig !(ein bei l^inreid^cnb Meinem x. «u« ben 3bentitatett 

(e« + e-«)(c^ + e'ß) + (€« — e'^^eP — e'P) = 2(a«+/» + e""ß) 
(e« — e-«)(e/» + e'ß) + (e« + e"'){eP — e"/») = 2(e«+'' ~ e""ß) 

erlennt man, baß mä) bei comjjfefen op, y 

cosa? cosy — sinop siny = cos (dp + y) 
sina; cosy + cosop siny = sin (dp -J- y) 
atfo bei realen w, « 

cos 11? = i(e^ + e^^) sintv = it(e^ + O 

C08(w +- iv) = COSM C0S2V BULU Biuiv 

= |(e^ + e-^)cosu — ^iie'' — e'^sinu VU f. ti). 

S)urc^ ^otenjirung unb burd^ !l)ibifion enttoicfcft man 
(2cosa;)^ (2t sin a:)»^ 

sinwx sin2mdp cos(2wt 4" i)x 

sino; cos dp cosdP 

menn m eine po\xtiH gapje 3<^]^t ift. 

Slnmerlung. 3)ie realen äfu^brücfc cosw unb — tsinw flnb 
unter ben t)on SRiccati l^erröl^renben 5Wamen ^9|>crbolifd^er Sofi* 
nuö unb ©inuö bon t> betrad&tet toorben, nament(icj& t)on gambcrt 
(Mem. de Berlin 1768 p. 330) uub bou ©ubermanu (Sreöe 3. ©b.6ff. 
Zi^toxit ber ^ißotentialfunctioncn, ©ertin 1833). SCabetfen berfelben l&at 
©ronau 1863 neu herausgegeben. SSergl. ^oüel Nouv. Ann. 1864 
p. 1. 
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unb @inu^ bon x 

e-^= cos ix + ißinix = Coha? — Sihx 

Ifat man, unter ber S5orau«fe^ung, baß « eine elgetttfiii^e mtc ©urget 
bon 1 ift, bie ©tieber ber ßj^^jonentialreil^e in m {Reil^en bertl^eilt 

tt)eld^e mit Sofinu^ unb ®inu« ö^^^ff^ Sigenfdjiaften gemein i^aben. 
SSergl. Olibier ßreüe 3. 2 p. 243. ^ellmig ©runert 5lrd^ib 21 
p. 43. 

10^ äöäl&renb x ben reden Seg bon 1 bi« 2 gurüdfegt, ift 
sina? pofitib, aber cosa? gel^t ol^ne Unterbred^ung ber Sontinnität aü« bem 
^ofitiben inö 5Kegatibe: 

1 ^ß / 22 \ 

'2 = -3-6l(^-7:8)-- <« 
alfo giebt eö jtotfd^en 1 unb 2 einen reaten ffiertl^ x, bei toeld^em cosac 
null ift Diefer SBert)^ totrb burc!^ bic öbltd^en 9lnnä^erung«metl^oben 
= 1,570*. gefuttben (SUgebra §. 8) unb burd^ ^n bejeid^et (guter 
Introd. I §. 126), fo baf (9) 

cosj^Tt = 0, sin^TT =s 1 
^lin ^ ^j^gi^ ^ ,• ain|^ = {^ /^^ = 1 

cos(a; + Jn;) = — sina? sin(a; -\- i^) ^= cosa? 

co8(a? -f- «) = — cosa: sin(a? -J- ä) = — sSna; 

cob(x + f «) = siüa? sin(a; + f ^) = — sina? 

cös(a; + 27r) = cosa? 8in(a? + 27t) = sinaJ 

©emnad^ flnb e^ fotoie cosa? uTib sina? periobifd^, b. i^. fie Bfeiben 
unberänbcrt, Jene, wenn x unt i.2n, biefe, toenn x um 2n? Deronbert 
toir*. 

änmerfung. 5Der tteinfte po\itxu S33infel, beffen ßofinü^ nuÜ 
ift, ift red^t, ber il^m concentrifd^ eingefd^riebene greiöbogen beträgt beri 
4ten SC^eit ber Srei«t)eri})]^erie. Sltfo ifi ^n ba« Sßerl^ältniß be« 4ten 
%f)txU ber ^eritjl^erie jum ÜJabiu« be^ Sreife^, n ba« SSer^äftnig ber 
^eripl^erie jum SJiameter (8ubotpl^*fd^e ^(i% numerus Ceulenius. ^la* 
nim. §. 13). 
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11. ^\x>ti reale ^oifjUn a unb b jperben burd^ eine j)optbe ßa^t 
r unb einen SBinlel (Slrcuö) q> auögebrüdt 

a = r C08g> ft = r sing) 

unter beu ©cbingungcn 



cotq> = — - 
6 



r = 



«= -; ^ /a2 -t- «»* 



cos 9> sm q) 

SBenn a unb b jjofitib finb, fo flnbet man (p jtoifd^en unb ^n, SSSenn 
a negatib; ft po\xtit>, fo flnbet man 9 jtoifd^en in unb jt, nad^bem man 
cosg) unb sing? burd^ — 8in(g) — |ä) uub cos (9 — i») erfcfet ^at 
U. f. ti). 

S)emnad^ toirb bie complej^c ^aiji a + tft burd^ il^ren aJiobut r 
unb il^ren SB in! et (9lrcu«) tp auegebrüdt, b. ^. burd^ ben SBinfel, bcf* 
fen ©dieltet ber S'iutljjunct ift, unb beffen ©d^enfel ber eine ben ^unct 
1, ber anbere ben $unct ber Somj)le5en entl^alten (§. 16^ 7): 

a + tft = r(coBq> + «sin9>) = ^^^ 

^optibe reate ^aijikn ^abtn ben ©Infel 0, j)ofitibe imaginäre ^a^^ 
(en l^aben ben SBinM ^n, negatibc reate ^af)Un ffaUn ben SBinfct n, 
negatibe imaginäre ^affkn ffaUn ben SBinlet in, bie äQinfel ))on con^ 
jugirten ^af)kn l^afcen bie ©umme 2». Die 3<^^'^ '^fei^^ unberänbert, 
mm ifjx SBinlet um 2n: Deränbert toirb. ©er SSSlnlet eine« 5ßrobuct^ 
ift bie ©umme ber SBinlet ber tjactoren (7). Der SBinfet eine« Quo* 
tienten ift bie Differenj ber SBinlel be« Dibibenbcn unb be« Dibifor. 
Der SBinfet einer nten ^otenj ift ber wfad^e SBinlet be« Dignanbu«. 
3»ei Ballten lönnen nid^t gleid^ fein, ol^ne ba§ il^re UÄobuIn gleid^ unb 
i^re aSSintel gteid^ ober um ganjmat 2n berfd^ieben finb. 

^uf ber 3a]^len*@6ene feien unb E bie ^uncte bon unb 1; 
n>enn bie 3a^t Ck = Ok + iby, ben ^unct Pk l^at, fo l&at fie ben 2Wo* 
bul Tk == OPk unb ben SBinfel g)k = JSOPk. Die ÜJed^nung lel^rt, 
baß ber SWobuI ber Differeng c^ =:^ c — c^ bem äbftanb P^P gteic^ 
ift, unb ba§ ber SBinfel berfetben bem bon P^P mit OE gebitbeten 
SBinlel gleich ift. «Ifo ift OP^ mit P^P paxaM unb gleic^. 

$)ierau« folgt, ba§ ber ^ßunct P ber ©umme c =z c^ + C2 ge^ 
funben »irb, toenn man ber ©trede OP^ bie mit OP^ paxaMt unb 
gteid^e ©tredte P^P anfefet, fo bai OP bie an^ OP^ unb OP^ compo^ 
nirte geometrifd^e ©umme ift*). Ueberl&aupt, »enn «j, «jf • • ^^öte 
Ballten finb, fo ift ber ^unct bon 



^i£i 



+ «2^2 + 



«1 + «2 + ♦ • 
ber ©d^tocrj)unct ber ^uncte «i . Pj , «2 • A f 

*) TiHbin^ a^eii^anie bed $immetd 1843. 



Digitized by VjÖOQ IC 



§. 31. 2)ie (gjf^onetttialretl^c. 197 

bcr ?ßrot>ortion c^ : 03 = C3 : c^ folgen bie ©Ictd^ungcn ber 
aßobultt unb bcr SBinfet 

rj : Tg = ^3 : r^ g)^ — g)^ = g>4 : g>3 
mltl^itt finb bie 3)reie(Ic 0P^P2 unb OP3P4 äl&nlid^ unb einerlei ©inneö. 



©er 9WobuI unb ber SBinlel bon Yc^~7~, finb baö geontetrlfd^c 
SKittcI ber SRobuIn unb baö aritl^metifd^e SWittel ber SBinlel bon c^, 
C2, . . . 

13. 2luf ®runb ber gejeigten Sranöformation (11) »erben ?ßo=* 
tenjen, SBurjeln, ßogaritl^men u. f. ti). bon a -f «5 bered^net (Suler 
Mem. de Berlin 1749 p, 265 ff.). SBeun n real, })ofitib, ganj ift, fo 
ffat man 

(a + ift)" = r'^(cos7ig> -|- «sinwg)) = r^e^^V 

ya + ift = r" (cos ^— -^ 1- t sm-^— ^ 1 = r^ e 

log(a + «^) = logr + e(g) + 2k7t) für bie Safiö e 

toobcl r^ l)ofitib real, logr real, unb A; = 0, +1, +2, . . . SDSenn 
man k um n öcränbert, fo bleibt bie jtoeite gormel unberänbert (10), 
alfo finbet man nid^t mel^r ate n ijerfd^iebene SBertl^e ber nten aBurjel. 

3nöbefonbere tft yi = cos 1- i sin — unblogi = e.2fcn;. 

3. S5. /l ]&at bie SBert^c 

. 7t . . , 7t 27C I . . 2^ I . . 

1, cos — j^ 2 sin — , cos -^ X * 8^^ "q~ / cösä ± % %mn = — 1 

-/l l^at bie SßJertl^e 

2n; , . . 27i; 4n; , . . 4?« Gjt , . . 6:1; 

\f cos— + 2 sm-— , cos— j: % sm— , cos-;^ + i sm-— 

Um bie 3<^^I V^ bered^ncn, beren Sofinu« ben SBertl^ a + «* l^at, 
fud^t man bie realen w, v, toeld^e ber ©leid^ung cos (w + tu) = « 4- fj 
genügen. ÜDiefelben genügen ben (Steid^ungen (9) 

\{tr^ + c^)cosM s= a 
\{€r^ — epsinw = h 

1 = = I — -: 1 U. f. ti). 

\cosu/ • \sinM/ ' 



e-^ = 


a 


+ 


6 


cosu 


sint« 


/.V 


a 




l 




COSM 




sint^ 


^ h > 


i\. f 


m 
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198 ^gemeine ^rtt^mettt. 



§. 32. ©ie «Ittomlalrci^e unb bic fiog^- 
arit^menrei^e* 

1. SJic JRci^c 1 + (i)ä + (2)^2 + . ., »elc^c 6ci rcatcn 

»>oftttt>en gariictt x cnbßd^ ift unb bcttSBcrt^ (1 + hY barftcHt (§. 23), 
lann bei anbcrn x ol^nc gnbc fortgcfefet tocrben unb conbcrgirt, loenn 
ber SKobuI bon h ein ed^ter ©rud^ ift*). 

«etoei«. SBenn {f\ unb Ä bie äßobufa h^ unb a ^abcn, fo ift 
ber Ouotient ftk+ia*+i : hy,a^ b. t. ftk+ic : 6k ber 2»obul bon 

Unter ber aSorauöfefeung « < 1 ift bei l^inreid^enb grogem k ber 3»o* 

bul 8 i)on ^^^j- fleriuflcr at« 1 — a, unb ber gefud^te Quotient gerin* 

ger ate (i + 8){\ — ö) b. i. 1 — ö\ alfo bie Steige ber üßobutn 
1 + ^a + ^2«^ + . . conbcrgent, u. f. to. (§ 31, 2). 

^n ber ©renje « = 1 ift bie ßont)ergenj ber gegebenen SRei^c bon 
X abl^ängig. SJergL äbel a. a. O. ^cine Sreüe'ö 3. 55 p. 279. 

2. Sei beliebigen x, y ift ibentifd^**) 

®etoei«. 2)ie bei realen pofttiDcn ganjen x, y gcltenbe Oleid^ung 
(§. 25, 5) ift für x öom Wen ®rabe. 5Derfelben genügen aber mel^r 
al« k SSSertl^e x, alfo ift fie eine 3bentität unb gültig bei beliebigen x, y 
(Sllgebra §. 10, 3). 

3n ber SEl^at ift bie gegebene »feilte bie ©untme ber beiben Steigen 



+ 



*) SriJer Srctte»« 3. 1 p. 311 ff. 
**) (Suler. aSergl. §. 23. 
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§. 32. 2)tt Stnonriatnil^e unb bie Sogaritltitnetnct^c. 199 

imb jttfolge ber Sbentität f^) =f ^ A'^^^^^iigleiti^ ber@ummc 

( X \ x-k-ir i , / X \ly\x-h+2h-\ ,1 X WyVg-fc+3fe-2 ■ 

U-ij A ~^\k-i]\x)~T=rx r""*"U-3J\2i fc-2 fc ^•• 

■r\X,_ljjfc ^^U-2JllJ^"Tfc "'"U-3)\2j 3 fc ^•• 

aßetitt nun ber bcm SBertl^ fc ctttf})rcd^cttbc Sffiertl^ bcr gcgebcnctt 9icil^e 
burd^ /(fc) bcjcid^net \o\x\>, fo ^at man 

8* Die unenblic^e «ei^e 1 + (|)^ + ß)^^ + • • ' ^^"" 
fle conbergent ift, ergiebt ben SBertl^ i)on (1 + hy, Ci\x^ ipetd^em burd^ 
SIÄuttii>Ucattott mit ben bon 1 Derfd^iebencn SBertl^ctt bon 1^ bie übrigen 
S35er% bon (1 + hY entfj)ringcn, unb l^eißt bie Jöinomialreil&e*). 

S3eti>eid. ©urd^ SD?utti})tication flnbet man 



+ 


(•>+©'■ 


+ g)*. + . . 


+( 


\>+m'- 


+©(?>'+■■ 




+ ©*■ 





,+(.+.)»+(«+»).. + («+»)..+. 



*) 3)a« attgcmeinc ©inomiaU^ieorem, eine ber erflen oroßen (gntbedunaen 9'ieö)* 
ton'8 (»rief für Seibnia 1676 3mü 13). SJergl. (guter Nov. Comm. Petrop. 19 
p. 103 ncbft ben §. 23 cttirten ©teffen, unb 21 bei a. a. O., ber bie 9lei5c bei com^^ 
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200 5tll9cmctne 5lntlSimettf. 

na^ (2). SBcntt man bcn bcm SQBertl^ x gntfpred^enben SBert^? ber 
uncttbltd^cn ditifft bnxäf (p(x) bejcid^ttet, fo f)at man bte 3bentität 
^(^) 9iy) = 9(« + ^)f ^^^ ^c^ ^<^^ ö)ie oben (§. 31, 6) \^ixt^i 

q>{x) = [q>{\)Y = (1 -I- hf. 
Sie Sinomtatrcil^e bicnt jur Sercd^nung einer SBurjel bon l + h, 
menn ber SDiobuI bon ä ein ed^ter Srud^ nnb « ein reoter ^rud^ ift. 
aSergl. §. 23, 6. 

4» ÜDer natürüd^e Sogaritl^muö (in Sejug anf bie S3afiS e) i?on 
1 +Ä »irb, abflefe^en bon bem ®tieb logl (§. 19, 4. §. 31, 12), burd^ 

(yr-M - ^)m 

bei l^inrcid^enb grogem m mit einem beliebig Keinen gel^Ier auögebrüdft, 
bal^er bei fotd^en A, beren äWobul gerlnfler ate 1, burd^ bie nnenbttd^e 
^Reil^e (Sogarit^menreil^e) 

SBetoei^. "^aä:/ §. 31, 4—6 ift bei l^inreid^^nb großem m 
mit einem beliebig Keinen geinter, fotgtid^ 

m 

logd + Ä) = (Vr+l — l)m 
mit einem beliebig Meinen gel^Ier. S33enn ber aJiobnl bon h ein ed^ter 
SSrnd^ ift nnb toenn i : m= x gefefet toirb, fo ift (3) 

= h - ihHi - a:) + iÄ3(l — x)(i -ix) - . . 

Sön unenbUdf> großem m wirb x null, otfö ol^ne gelltet 
logd + Ä) = Ä - iA2 + iÄ3 - . . 

2lnnterlung. (Sin lünftttd^cr gogatiti^mu« l^at ju bem notUrlid&en 
8ogarit!^mu8 beffeften 9iumetu8 ein nur »on ber SJafiS afc^ängtge« 
SSerpttniß M (§. 19, 3). 5Da^er ift 

Logo = M log«, 

Log(a + d~) — Log« = Logf 1 -| j = A/log(l -| j 



*) 2)tc Sdetl^e iDUibe jueift toon 9^ic. 3Jiercatoi (Logarithmoteclmia 1668 
pr. 17) unb 3ac. ®regori9 (Exercit. geom. 1668) befannt gemad^t; fie h)ar anäf 
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§. 32. 2)ie ^tnomtalreil^e unb bte 2^ax\tffmv^mf}t. 201 

Sßü l^lnrcld^cnb Meinem d : a genügt ba« erfte ®ücb ber eingefd^toffc* 
nen {Retl^e. Sltfo ift bte gogaritl^menbifferenj bem S5er]^äftnt§ bcr yi\x^ 
mernbiffereni jn bem SWumeruö nm fo genauer ^)ro|)ortiottat, Je geringer 
biefe« SSer^äÜnig ift. SSergL §. 20, 4. 

5. au« ben SRell^en (4) 

logd + Ä)= h-ih^ +^3 _ _ 

logd - Ä) = - Ä — iÄ2 _ 1^3 — . . 

folgt tnxäf ©ubtraction 

ober nadf ber ©ubftltution 1-^77 = «/ A = ^ ~ ^ 

unb itt^befonbere 

3, SB. u = 1 , V = 1 gtebt log 2. !Durd^ a5erboj)j)lung finbet man 
log 4, unb M = 4, ü = 1 giebt log 5 — log 4. 5Dal^er toirb log 10 
a= log 2 + log 5, unb 

1 : log 10 = 0,43429 . . (§. 19, 3). 

S)ie für lloga gegebene 9iei^c conterglrt, »enn bcr 2BobuI i)on 
Ä ein ed^ter Srud^ ift, unb baju genügt e«, bag ber reale Il^cif t>on a 
)fo\itit> ift. 5Denn e« fei a = p + iq. 2)er SKobuI Don h ift bie 
pojttioe Ouabratn>urjet Don 

( P - 1)^ + q' 

unb < 1, ti>enn (j^ + 1)^ > (p — 1)^ b. l^. jp > 0. SBenn ber 
reale il^eil Don a negatiD ift, fo l^at bie comj)teje ^a^ — a einen 
})ofitiDen realen Jl^eit, unb loga = log(-- 1) + log(— «). 35crgL 
§. 31, 12. 



bon 9{ekt>ton oefunben toorben (8rtef an Seibni} 1676 Oct. 24). SDie ie^t üBtid^e 
Sblettung ber Steige ifi ^on ^aUe^ Phüos. Trans. 1695 unb @uUr Introd. I 
§.119 btgrünbct »orben. 
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202 TOgcmcmc 3Int^metif. 

O, %xi bcr ®renje ä = — 1 flnbct man 

logO = ^1-1-1 — |~.. = _ 00. 

3^n bcr S^at ift für ein l>afttibeö reale« n *) 

2" 3" ^ 2" 

3» ' 4» 4" 

5; + 65 + 75 + gi > gi «• f- »• 

1 1 

©al^er liegt ble SRei^e i + — -f _ + . . jmifd^en ben ©renjen 

1 + ^(2^ + 4^1 + . .) uni> 1 + (2^ + 4L + • .)• 

!J)te eingefd^Ioffene 9?ei^e ifi eine geometrifc^e ^rogreffion, aber nur 
bann faüenb, toenn n > l. 2((fo ift bie ©umme 1 + i + i + . . 
nid^t enbtid^. 

3ln ber ®renje h ^ \ finbct man für log 2 bie $Reit)e 

1 - 1 + i - 1 + . . 
meldte conbergirt, n>eil 

(1 - i) + (i - i) + . . > i 

1 - (i - i) - a - i) - . . < i 

©iefe uncnbtid^e 9?eii^e ift aber nid^t unbebingt conbcrgertt (§. 31, 3), 
njeil bie »Jei^e 1 + | + i + . . bibergent ift 3]^r SHJert^ ift biet 
mel^r bebingt burd^ bie Örbnung il^rer ©lieber unb lann bei beftimmter 
ginrei^ung ber negatiben ©lieber jtDifd^en bie t>ofitibett (Srtieber iebe 
gegebene ^^\ erreid^en, in öetrad^t bag bie SReil^en 1 + -J + i + . . 
nnb I + i + i + • • bibergent finb, bon benen bie crfte mel^r ate 
bie jmeite, unb bie ätoeite l^atb fobiel ate 1 + i + i + . . beträgt. 
©er äBertl^ biefer unenbtid^en 9ieil^e ift aber nidbt unabhängig bon bcr 
anorbnung i^rer ©lieber. SKan bilbe j. ®.**) 

, 1_ _ 1 

k 2fe — 1 2ifc 

^ 1 1_ j 1 J_ 



4fc — 3 ' 4fc — 1 2fc 



*) ^oinfot. @. @taittt)ine Melanges p. 368. 
**) Streife ner ükr uncnblici^c ^ct^icn 1860 p. 10. 
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§. 32. SDie ^inomialret^ unb bie Sogaritl^menreil^e. 203 

5Die uncnblldjfen »eilten <i + «j + <3 + . • unb u^ + «^ — «3 4- • • finb 
öon cinanber nid^t t>wfd(ftebcn, toä^renb bic SRcil^c v, -|- »j + vj + . . bic«» 
fclbcn ©lieber in einer anbern Slnorbnnng entl^ätt. 5Rnn ift «^j,— Wk=i*k 
fotfltid^ ffat bic SReil&e «j + «?2 + «'s + • • ben ©crt^ | log 2. 

7* Sluö ben Sßelattonen (§. 31, 8) 

6« = cQgj; ^ ,• sino?, er^ = cosa; — isino? 
fotflt burci^ S)tt)ifion 

ojj cosa? -}" »sJPa: 1 + i tanga? 

cosa; — tsina? 1 — t tanga; 
1 , 1 + e tanga; 
" = 2l^^g l^»tangx 
SBenn a? real pofitxt> ift nnb i« nid^t überfteigt, fo ift 

X < ^n — X, sina; ^ cosa?,. tanga; < 1 

5lIfo f)at man (5) bei realen x jmifd^en — J« unb J« 

. , 1 + i tanera; . , ^ ^. v« . 

X = tanga; — -J^(tanga?)^ + ^(tanga?)^ — . • *) 

äin ber ©renge tang a; =^ 1 finbet man für ^n bic uncnblid^e 
JReil^e (getbnij a. a. O.) 

1 -i + i + ^ + .. 
tt)ctd^e bei ber gegebenen 9(norbnung ber ©lieber gegen ben iti)ifd^en | 
unb 1 liegenben SSJertl^ Itt eben noä) com>ergirt. 

Seid^tere Sered^nungen ber ^aijl n finb bon Sletoton a. a. D. 
öitgejclgt toorben. 3» *• 2lu« geometrifd^en ti>ie au« gontomctrifd^en 
®rünben ^at man tang \n =^ Y\, fofgtid^ 

i^^Y^-iYr + ivr-- 

Ober man fe|t \n avi^ mel^rcren ftart conDcrgirenben unenbtid^n 
{Reil^en jufammen. aßenn ft + ß —\n, \o x\X 

tanga + tang/3 _ ^ 

1 — tanga tang |3 
unb ju tanga crgicbt fid& tang/3, fo ba§ 

i» = tanga — |(tanga)3 + . . + tang/3 — i(tang/3)3 + . 
^affenbe JBert^e entl^ält bie folgcnbe Sabette**) 



*) 3ac Oreaorv. SJergl. ben ©rief Olbenburß*« an SeiBmj 1675 «^ril 12. 
«u* ^eibnij (©nef an Olbcnburg 1676 SJtug. 27) unb %ttt)ton (©rief an 8et6mj 
1676 Oct 24) mren im ©efi^ biefer Stetige. 

•*) »etöL fttüöel mat^^. SB. I p. 657. ®au6 Sßerfe U p. 501. 
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Slffflctncinc Slrit^metU. 
in taug et tang ß 


a + ß 
2« + ^ 
4« — |S 
5a + 2jS 


1 
i 
i 
4 


i 



8» S3ei couH)tcjett SHJcrtl^ctt t>on ä = aci*", bereit 9)?obuI « ein 
ed^tcr SBru^ ift, toitb ble Stnomlalreil^e trandformirt*), inbem man 

1 -- ae'*" = e-C-»V' 

fefet (§. 31, 11). 5Demnad& ift 
« e'^cost^ =1 — acosGi, 6"^sini(; — cKsinco 

unb jtoar cosif; j)oftttb, mltl^m ip ein jtoifd^ctt — 1^^ unb ^n; Uegen^ 
ber aaJertl^ bon ber Wct, ba§ 

a sin 0) 

tang ^ = 

1 — o cos €9 

5Det aKobuI e"^ ber ^af)i 1 — «6»^ ift bie j)ofttit)e Duabrattourset bon 

(1 _ aei«)(l _ aß-iö») = 1 — 2a cos co + «2 

Q = log(l 2a COS 00 + «2^*^ 

Unter biefen aSorauöfefeungen ift (4) 

^ + ttf; = — log(l — ae''^) = ae''^ + ^a^e^'"^ + . . 
^ — t> = -- logd —ae''"^) == ae-'*» -f ^«26-2*« + . . 

5Durd^ Slbbition unb ©ubtroction finbet man (§. 31, 8) 
Q = acoso + ^a2cQg2(o -f- . . 
tf; == asinco + i«^ sin2a) + . . 
Unter biefen 35orau«fe|ungen ift (3) 

1 -- (J')«^*'' + (2)«'^''*" + . . - (1 ~ a.*«*)- 
ober nad^ aSertanfd^ung bon a? mit — a; 

6 



1 L Ji 



fotfltidd bei realem x 

w + ^j ^a2cos2a)4"--= (1 — 2acoS(ö-|-a2)-i»cosa:i/; 

— «sin CO + "r~o~" «^8iß2(»+.. = (l — 2acos(» + a2)"i* amaytjf 



cc 
-|- — a cos 



*) SSergl. (Saud^^ Anal, alg^br. c. 9. %lt\ a. a. O. ©d^eibner in ben 
SSotUfutiöcn. 
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§. 32. S)ic ©inomialrcil^e iinb bic gogarit^mcnreil^c. 205 

9. SBcnn oq, a^, a^, . . real po\\tx^ finb unb bon a^ an eine 
bid faQenbe 9tei^e bitben, unb menn x ben äßobut 1 aber einen t)on 
berfdjiebenen SBinlet ffat, fo ift bie unenbli^c JReil^e 

tonbergent*). ©enn bei l^inreid^enb großem n ift bie Stellte 

conbergent unb itoax beliebig Kein, toeit bie 9teil^e ber äßobutn 

(an — ön+i) + («n+l — an+2) + . • 

Don an eine beliebig tleine S)ifferenj f)at aifo ift aud^ 

* ana;"» — (a» — an+i)aj"^^ — (an+i — aj^2)x^^^ — . . 
b. i. (1 — x)(aj,a^ + an+iaJ^+^ + • 
beliebig Mein. 

!Diefer ®a| leiert, bag bie Sieil^en q unb tf^ (8) aud^ noäf an ber 
©renje « = 1 conberglren, toenn w nid^t nuU ift. 



*) @. ^bel (Srette'« 3. 1 p. 332. ^äftihntx über uncnbftd^e fftti^tn p. 9. 
^ixiöfUt Sioui). 3ourn. 1862 p. 253. 
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Klgebra. 
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§. 1. t>it ^roj)ortionert. 

(^ei» §. 31—88.) 

!• 3)a« a5crptm§ Ä: B (äafl.atit^m. §. 10) ber ©röße A 

ju ber gleid^artigen ®rö§e B ift ^ 1, je nad^bem ^ = -B. Snbem 

man A mit ben aStelfad^en bon -B ober mit ben SSietfad^en eineö ^iu^ 
rcid^enb Keinen 2;öeite« bon 5 bergfeid^t, finbet man, »enn i, m, n 

ganje S^ifUn bebeuten, enttoeber A = IB, ober A = -B, ober bie 
^grenjung 

'!^B<A<''^±^B 
©emnod^ toirb ba« 35erp(tni§ A : B enttoeber burd^ bie ganje ^a^ 

Tfl 711 

l ober burd^ ben S3md(i - genan au^gebrüdt, ober bnrdjf bie ©rüd;e - 

m I 1 1 

unb begrenjt mit einem gel&ter, ber — nid^t erreid^t unb bei 

l^lnreid^cnb großem n beliebig. Hein ift. 3QBenn e« bei ber Söegvenjung 
betoenben muß, fo ift baö aSerl^ättniß ber ©rößen irrational (Slüg. 
äritlm. §. 16, 4), unb bie ©rößen l^eißen incommenfurabel, tüä^^^ 
renb ®rö|en bon rationalem aSerl^ältniß commenfurabel genannt 
toerben. 

SBenn man jur ©cfltmmunj bc« ^crtiättmf[c« toon sttjct ©trcdten btc tteincvc 
auf bie atiJgerc fo oft al« mögUc]^ aufträgt, ben 9left fo oft ol« möattc^ auf bie 
Ketncrc, ocn jtoeiten ^cft fo oft al« mögtidj ouf ben erflen 9^cfl, u. f. f. unb menu 
mcm finbet, baß lein 3leP in bcm i)or5erge^enben 9lefie anfgelSien lann, fo f daliegt 
man (Slßö. Slrtt^m. §. 13, 3), baß bie ©trcdcn incommenfurabel finb ((Sucl. X, 2). 
»eif^icU: Sefienbrc G6om. in probl. 19 (toergl. ©ucl. X, 117), Äunje ^|>lanim. 
1. aup. 170. ©retfd^nciber ©runcrt «r^iö 3 p. 440. 

»♦ aOSenn iebe ©cgrenjung be« a5er^ältniffc« Don einem ^aar 
(Srößen jugteid^ eine ©egrenjung be« 35er]^ältniffe« bon einem anbern 
^aar ®rö§en ift, fo finb bie SSer^ättniffe gleid^*). 

♦) eucl. V. def. 5. 
»alfeer. I. 4. «ufl. 14 
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210 SKfle^va. 

Sctoei«. 3u jcbcr iZitUmn ^a1)l « lägt fid^ eine 3# mfinben, 
fo bag 

n n 

993entt nun immer jugleid^ 

n w 



fo ift il : -ß - 


-.C :/><'" + * C:Z><'"+* 
^ n ^ n 

^ n 


n 



S33äre aber blefe üDifferenj bon 5Run »erfd^leben, fo toäre fie nid^t llei^ 
ncr ate ber beliebige Heine öruc^ i. m\i> i\i A : B — C : D = 0, 
A : B = C : D. 

3« !S)ad SSerl^altnig bon jmei ®r5gen tDtrb mittelbar gefun^ 
ben , ittbem man ba« SBerpttnig ber erften ®rö|e ju einer geeigneten 
5)ütf«gr56e mit bem aSerl^ättnig ber $ütf«grö§e iu ber itoeiten ©röge 
muftipticirt. Eucl. VI. def. 5. 

A : B = (A : M){M : B). 
!Denn (A : M)(M : B)B = (A : ilf)M = A («Hg. Slritl&m, §. 10). 

ebenfo ift il : 5 = (-4 : ilf)(Af : iV^)(iV^ : B), u. f. f. 

2)ie SBerl&ättniffe il : JB unb J5 : .4 finb recii)roI, toeil (A :B)(Bi A) 
= A: A^ 1 (aag. ärit^m. §• 11, 7). 

4. aWel^rere ©rögen berl^atten fid^ ju einanber ber JReil^e naäf, 
tt)ie il^re ©erl^ättniffe iU berfelben ^ütf^größe (Sinl^eit): 

^ : j5 : C = (il : ikO : (^ : ^ : (C^ : ^ 
b. 1^. il : JB = (^ : ilf) : (JB : ilf), 

il : C == (.4 : if) : (C : ilf), u. f. to. 
2)emi (il : iJf) : (JB : ilf) = il : j5, toeit (A : B)(B : M) = 
A : -rt/ (3). 

S33enn in^befonbere bie erfte ®rö6e p fotd^e iC^cile (©nl^citen) 
entl^ätt, beren bie jtocite q, bie brttte r entl&ätt, fo t)er^atten fid^ bie 
®rö§en p einanber ber SReil^e nad^, tok p: q:r. Umgelel&rt, tt>enn 
@riJ§en ju einanber ber 9ieii^e mäf fid^ berl^atten, toic bie ^oiiUn p, q, r, 
fo fann bie erfte ^== pM, bie jtoeite = qM, bie brittc = rM gefegt 
toerben, loobei M unbeftimmt bleibt. 
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§. 1. 2)ie ^vo))onioncn. 211 

fOlan tarn bie ^a^cn 4 : M, B : ßf, C : M fämmtö^ mit bcr=* 
fetten 3af)l mutti})ticiren ober biöibtren, ol^tte ij&te SSerl^äÖmffje ju 
ctnanber ju x^eränbern (äßg. Slritl^m. §.11, 3). SKan multl})ticirt fte 
mit bem gemeinfd^aftlid^en 9^enner, toenn fie atte ober gum 2^^eil 
©rüd&e fittbj man biijibtrt fie burd^ il^ren größten gemeinfd^afttid^en 
SDlbifor. 

5. ^rot>ortion (avaXoyici, proportionalitas) l^eißt eine ©Icid^mt.q 
»on SBerl^ättniffen, iSÖ. Ä:B = C: D*). 5Die gteid^geftetlten (ärögeit 
4 nnb C, fi unb D »erben l^omotog genannt. 5Da« ^robnct ber 
mittlem ®ri5§en tft bem ^robncte,ber ändern gleid^, toobei nnter ©röge 
beten SSerl^ättniß jur gin^eit Derftanben ti>irb. Eucl. V. def. 8. VII, 19. 
äBenn A : B == C : D, \o ift BC = AD. 

«etoei«. AD : BC ift gteid^bebeutenb mit (A : J5)(D : C), toeit 
naäf ber gegebenen grltärung 4, 5, . . Saluten finb. 9inn ift D : C 
= 5:^1, folgtid^ AD : BC = (A : B){B ; ^1) = 1, 

«^ ©ie (ärBßen einer 5Pro})oöion jebe burdd bie l^omotoge bii)ibirt 
geben gleid^e Onotienten." SB8enn 

A:B:C = F:Q:a 
foift 

A:F = B:O^C:H 
unb nmgelel^rt. SBorau^gefefet toirb baH baß F, O, H ©rößen ber* 
fetben 5lrt finb \ok A, B, C ober tag ^e Bal^n bebenten (bie 9Ser* 
l^ättttiffe ber ©rößen F, O, H jur ein^eit). Eucl V, 16. VII, 13. 

»emei«. A: F = {Ax B)(,B X F) nad^ (3).* 5«ttn ift 4 : ^ 
^ F : G torauggefefet, fotgPdd A : F = (B : F){F : O) = B : G. 
U. f. to. ' 

7« S)a0 SSerptniß ber ^ot^nomien 

Ax + By + Cz X Ap + Bq -{■ Cr 

bleibt uni)eränbert, toenn man in allen ©tiebern bie ©rögcn A, B, C 
inxäf anberc, F, 0, ZTerfefet, ipdiä&e fid^ ju eina;nber ber Stellte nad^ 
»ermatten loie A, B, C. 

Setoei«. 33erm&ge ber ^ro})ortton F i G : II = A : B : C 
i^ F : A= G : B = H : C (6). aÄurti})Iicirt man in ben ?5ot^* 
nomien bie ©rBßen A, B, € ber {Reil^e nad^ mit F: A, G : B, H i C, 
fo treten F, G, U an bie @teöe t>on A, B, C, ol^ne baß ba« aSerl^ältniß 



*) 'SXk^ ®ki(^ktt0jci(3&c.u toivb in bicfem gaffe au^ burd^ baö i)on Ouö^trcb 
1631 eitifleftt^irte Setd^en : ; toevtrcten. 

14* 
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bcr ^ol^nomicn fid^ t>cränberi f)at, tt?cit il^re ©lieber mit berfetben S^af)i 
ntuttit>ticirt toorben finb. 

Sdti\pxtU. SBcnn A : B : C = F : G : H, \o i\i 
A ± B : C = F± O : H, 
A±B±C:A:=F± G± H : F, n. Ito. 
3ft Ax '\- By -{- Cz = 0, fo ift aud& Fx + Oy + Hz = 0. 

8* 2luö jtoei ^roj)orttonen lann eine neue abgeleitet »erben, uibem 
man bie ©röfecn ber einen ber 9?eil^e nad^ mit ben ©rögen ber anbcrn 
muttii)ltcirt. 2lu« 

A : B : C = F : G: H 

L: M: N= P : Q : B 

folgt bie $ro^)ortion 

AL X BM X CN ^ FP : GCL: HR. 

g3ett)ei«. AL : BM = {A x B)(^L x M) löie oben (5). SRun ift 
Ax B =^ F X G, L X M = P : F, folg«^ AL : BM ^ {F x O) 
(P : Q) = JF^p : Ga. U. f. tt). 

Umgelel^rt toirb aM bcr $ro))ortion 

AL X BM X CN = p X q X r 
abgeleitet 

^' ^ '^ — L ' M ' N 

9* üßan unterfd^eibet ]^auj)tfäd^tid^ brci üßittcl*) itt)ifd^en gtoei 
©rögen: bad aritl^metifd^e, bad geometrifd^e, ba^ l^armontfd^e. 

2)a« aritl^mctifd&e SWlttel i^ifd^en itt)ci ©r&gen ift bie l^atbe 
@umme berfelben. SBenn x baö aritl^metifd^c SWittel jtpifd^en A unb 
B bebeutet, fo ift 

X = ^{A -{- B), A — x = X — B 

!Die Differeni bon jtoei ©rö^en tt)irb in ben älteren 9ted^enbüd^ern 
,,ba^ aritl^metifd^e SSerl^ättni^" berfelben, unb bie ©leid^ung bon jtoei 
ibifferenien „eine arit^metifc^c $ro})ortion" genannt. ÜDie arit^metifd^e 
^rot>ortion A -- x -== x — B l^eißt „ftetig" (continua) mit SRüdtfid^t 
barauf, baß bie britte ©röge ber i^eiten gleid^ ift 

iiDaiJ geometrifd^e SWittel itoifd^en itt)ei ©rögen ift bie Qua*^ 



I 



*) ^(x^ bcm SJorgange ber Sltcrn gried^ifd^en SWat^ematifcr. SJergl. Siico* 
ma^ud Aritbm. II, 21. $a^^ue Coli. loath. III, 5. 
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§. 1. 2)te ^Jro^orttcttcn. 213 

brattourjcl bc« ^robuctö bcrfetten. ©cntt y ba« gcomctrifd&c ÜÄittcI 
imifd^cn A unb B bebeutet, fo tft (5) 

y = yi5, A: y = y : B 
Die ©letd^ung bon S3erpttntffen A : y =z y i b toirb ,,ettie gcome^ 
trifd^e ^ro))ortton" genannt, unb jtoar ,,ftetig" mit 9iü(Ifid^t barauf, 
baß bie britte ®r8§e ber igelten gteid^ ift. !©a^er fagt man audfi 
,,geometrif(i^e mittlere 5ßro})orttonatc" für geometrifdfieö 3ßtttel. 

!Daö l^armonifd^e üßittel jnjifd^en jmei ©rögen ift bie (Srößc, 
beren 9?eri|)roIe ba« aritl^nietifc^e üßittet itoifd^en ben 9ieciproIen ber 
®rö§en ift, toobei unter bei aieciprolen ber ©röße baö 35er^ättni6 ber 
(Sinl^eit jur ®rBße tjcrftanben tt)irb (5). SEBenn z ba« l^amtonifd^e 3Kit* 
tel itt)ifc^en A unb B, x unb y ba« aritl^metifd^e unb baö geomctrifd^e 
ÜÄittcI jtpifc^en benfetben ©rogen bebeuten, fo ift 

z ^\A^ Bj 2AB 

A — z : z — B = A : B, x : y = y : z 

(Sbenfo toerflebt man unter bem arttl^metif^en aORtttel ^totf^eu n trögen ben 
wten %f}txl ii^xix @umme, unter bem geometrifd^en SRtttel ;;tt>tf^en bcnfclBen bie ntc 
SBurjel il^re« ^robuct«, unter bem l^armonif^en SWittel jtotfd^en bcnfelben bie Oröpc, 
beren 9leci^rofe ba« arit^imettfd^e Wlxttti jtoiWen ben 9leci>)rofen ber ©rögen ift. 
„^axmom]äf** l^eißt über^>oui)t eine 9lei<ie bon ©Uebern, beren 9ieci:|)ro!en eine ariHi^» 
metif^e ^rogreffion bitben (Mg. Slritl^m. §. 28, 5), nifolge il^rer Slmuenbung bei ber 
X^eorie ber Ülcnleitern. „(Seometrif(]&" tourbe eine $ro|)ortion genannt toegen t^rer 
9nn>enbung in (Suclib'9 (Elementen. 

10. !I)a« gcomctrifd^e SKittet jtüifc^en jtoei ©rögcn ift Keiner afe 
ba« aritl^metifd^e aKittel; bie ©ifferenj beträgt weniger ate ba« Quabrat 
ber 35iffereni ber ©rößen bibibirt burd^ bie Sfad^e Heinere ®rö§e*). 
^(^ + B)- yjB = i(y^ - ifBy 

^ (^ - ^) ^ < (^ - By 

2(YA + /5)2 8B ' 

Uzitxffmpt tüirb ba« ^robuct ber Steile einer gegebenen ©umrne 
am größten, toenn bie Sl^eile einanber gteic^ finb. ÜDenn ba« ^robuct 
ber ungteid^en Zf)dk läßt fid^ bcrmel^ren, inbem man jmei ungteid^e 
Streite burdjf gleid^e,. nämtid^ jeben burd^ i^r aritl^mctifd^e« SÄittel erfe^t. 

!Dagegen roirb bie Summe ber gactoren eine« gegebenen ^robuct« 
am Itcinftcn, tozm bie gactoren einanber gteid^ finb. SÖetrüge bie 
Summe ber gteid^cn gactoren ebenfobiel ober mel^r afö bie ©ummc ber 
ungleid^en gactoren, fo tt)äre ba« erftere ^robuct größer atö ba« letztere, 
gegen bie aSoraudfefeung. 



*) Sent^eric ®erg. SCnn. 21 p. 84. 
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§. 2. gunctionen toon Sariablcn* 

1* (Sine ®röge ^eigt abpngig ))on anbern ©vBgen, koennburc^ 
S5eranbcrung bcr tc^tcrn eine SBeränbernng ber eiftcrn betoitft tolrb. 
®ie ®ri5gen, öon benen eine ©rSßc abl^ängt, »erben bie »ariabten 
(«rgnmente), bie abj^änflige ©rSge eine Function*) ber »ariabten 
genannt. 3. ©. bcr ^rci« einer SBaare ift eine gunction i^rer SKaffe; 
ba6 aSoInm eine« Äörper« ift eine gnnction ber 2;enq)eratnr unb $ref^ 
fang; %himi, SBnrjel, gogarit^ntu« einer 3«W pwb Functionen ber 
^afji] eine gorntet ift eine Function ber Unbeftimmten (Suci^ftabenX 
toeld^e in i^r üorlommen. ffienn bie Function bon einer Variablen ah^ 
ffan^t, fo entfjjrid^t jebem gegebenen 3Bertl^ ber S5aria6Ien ein beftimmter 
3SexÜ) ber Function, üerfd^iebenen SSSertl^en ber SSariabten cntf|>red^en 
im äßgcmcinen tjerfd^iebene SBertl^e ber Function. SBenn bie gunction 
bon mel^rern aSariabten abfängt, fo entfpridf^t iebem gegebenen SSerein 
bon SBertl^cn aller aSariablen ein beftimmter Sßert^ ber Function, einem 
SBSertl^ einer aSariablen entfprid^t eine einfad^ ober mel^rfad^ nnenblid^e 
aKannigfaltigleit Don SBertl^en bcr Function. 

3rgenb eine Function ber SSariablcn x **) b. 1^. eine Formel, in ber 
bie Unbcftimmtc x tjorfommt, toirb baburd^ bcicid^net, bö6 man blc 3Sa^ 
riabte x in Äfammcrn fd^Iießt unb üor bie ^ßarentl^efe gur Unterfd^cl* 
bang einen Söud^ftaben (Functionögeid^en) fefet, ber mit einem Factor 
(eoefficienten) hid^t bertoed^fett »erben barf 3. ©. f{x),'g(x), h{x) 
bcbeuten üerfd^iebene Formcht, bie i)on x abpngcn, bie /^F^nction bon 
X, bie ^'^Fwttction üon x, u. f. f. Sbenfo bejetd^uet man eine Function 
ber S5ariabten x nrtb y burd^ F(x, y), n. f. f. Unter /(O), /(l), . . 
i)erfte^t man bann bie ffiertl^e ber/(x), »etd^c ben SaScrt^en 0, 1, . . 
ber SSariabten x entf|>red&en; unter F{0, 1) tjcrftel^t man bcnSBcrt)^ bcr 
F{x, y), »eld&cr ben SBert^eu 0, 1 ber 3SariabIen x, y entf|)rid^t u. f. f. 
!Der einem gegebenen SBcg ber S5ariablen entfjjrcd^enbe Sßerlauf bcr 
Function fann baburd^ üerbeuttidf^t »erben, bag man mit einer JReil^e 
\)on SBertl^en ber aJariabten bie 9ieil^e ber cntf^jxed^cnben SBertl^e ber 
Function tabcüarifd^ jufammenftettt. 3. ©. 



*) SciBitij nannte Functionen otterlei ^u einem ?5unct einer (Sutt)e gcl&örige 
(glemente, feine Slbfciffe, Otbinate, Stangente, Sf^ormate «. f. f. (Acta Erad. 1692 
De linea etc. 1694 Nova calculi etc. ©rief an ^u^ßen« 1694 Suui 29). 3o^. 
©ernonUt Braud(?te 1718 ben 5(uöbru(f gnnction tu beut icfet geMud^tt^en @titne 
(opp. II*p. 241). 2)te Söesetd^nmig f{x) fAeint Slairaut juerfl angctoanbt ju ^aben 
(Mem. de l'acad. Paris. 1733 p. 269). 

**) 3ur ©ejeici^nung i)on SSariabten unb Functionen toutben bon SSieta SSocok 
gebrau(3&t; bie heutige ©ejeid^nung riil^rt öon SDeScarte« ^>er. 
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3 + 4« 
7 — 2*2 



X 


f(o^) 


« • • 

3 
2 


— i,36 

— 11 


1 


— 1 

— 2 


1,4 
0,43 
-0,2 
5 


- 3 


0,82 


. . . 


• • • 



Um bcn SnffaÜ bcr a;aBcHc iur Slnfd^auung ju bringen, conftruirt 
man auf einer bcOebigen ©craben mäf einem beliebigen ÜÄagftab bie 
(realen) saSertl^e ber SSariabten afö Sibfciffen b.^, aföStreden ber®e* 
raben, bie »on bem (beliebig geti)äl)Iten) 5Kutt|)unct berfetben anfangen, 
unb bie entf))red^enben SEBertl^e ber Function, toenn fie real finb, atö 
Orbinaten b. ^. afö ©treden, bie normal ju ben Slbfciffen ftel)enunb 
bon ben (Snbt)uncten berfetben anfangen. ®ie ginie, auf ber bie ßnb* 
pmctt ber Orbinaten liegen, tDirb burci^ ben gegebenen B^fammenl^ang 
ber Function mit ber SSariablen beftimnit. 

5Kid^t^reate SBJertl^e ber JJunction lönnen burd^ Orbinaten nid&t;bar^ 
gefteBt »erben. Scmj^tejen SBertl^en ber SSariablen entf|>reci^en im 8111^ 
gemeinen compte^e SBertl^e ber f^unction. ^nx 93eranfd^autid^ung "bxan^t 
man bann jtoei gtäd^cn, bie $uucte ber einen für bie 333ert]^e ber S5a^ 
riabten, entf|)reci^enbe $uncte ber anbern für bie entf^)reci^enben SBerti^e 
ber gnnction (2lflg. «rit^m. §. 16, 7). 

2. Sßenn bie SBertt)e ber gunction ju einanber ber JReii^e nad& 
fld^ berl^atten, »ic bie entf))recl&enben SBertl^e ber SSariablen (bie wten 
^otenjen biefer SSSertl^e), fo l^eigt bie JJunction ber SSariablen (ber mten 
^oteni berfelben) |)ro})ortional. SBirb bie SSariable ;?mal fo groß, 
fo loirb bie Function pmal ip^mol) fo groß. SSSenn man burd^ a ben 
Quotienten eine« SBerti^e« ber gunction burd^ ben entf^jred^enben SBertl^ 
ber SSariablen bejeid^net, fo ift /(«) = ax ober ax"^ (§. 1, 6). 

©eif})iele. 35ic SWaffe eine« Sörper« ift feinem Oetoid^tc ^jro^ 
i>ortional. Der ^rei« einer 333aare ift bem ®ett)id^te berfelben })roj)or^ 
tionat, toenn nid^t bie ®röße be« fäuflid^en ©egenftanbe« feinen ^^rei« 
erl^Bl&t. Die glad^e be« Äreife« ift bem Ouabrat be« 9iabiu« jjropor^ 
tionat. 35aö aJotum ber Äuget ift bem ßubu« be« Stabiu«. proportional. 
!Die galttiefe ift bem Ouabrat ber gatlieit proportional. 

3. ffienn bie SBert^e ber Function ju einanber ber JReii^e nad^ 
flc^ berl^atten, »ie bie SRedproten ber juge^örigen SBertl^e ber SSariablen 
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ober lüie bic 9tcciproIen bcr mten ^otcnjcn btefer SBcrtl^e, [o l^eigt bic 
gundion bcr 3SariaMen ober i^rcr mten ^otenj umgcfel^rt (inbirect) 
}3ro^)ortionat. SBirb bie aSariable pmal fo gro^, fo totrb bie gunc^ 
tion ben pttn S^l^eil ober ben p'^tzn 'S^ül [o gro^. Sßenn man burd^ 
a baö ^robuct eine« SBertl^e« ber gunction unb beö entfpred^enben 

SBert^e« ber SSariablcn bejeid^net, fo ift /(a?) = - ober -^ . 

S9eif})iele. ©et beftimmter ärbelt ift bic 5lrbeitgjctt umgelel^rt 

pro^ortionat .ber angetoanbten Äraft 35ic firüramung beö Greifes ift 

beni dtatin^ umgclcl^rt jjroportionat. iiDie ^cUigfeit einer üerfdjtüinbenb 

fteinen beleuchteten gläd^e ift bem Quabrat i^re« Slbftanbe^ bom 8ic^t== 

pimctt umgefel&rt j)ro|)ortionat. !©a« (Setoici^t eine« Sörpere ift bem 

Ouabrat feine« älbftanbe« t>om ättraction^centrum umgete^rt ^jropor* 

tional. 

355 enn bic gunction ber 93anablcu ober einer ^otcnj bcrfelbcn ^ro^ortionol ober 
umge!e^rt proportional ifl, fo fann man au8 einem SBcrt^ ber SSariableii unb bem 
entf^rcd;enben Sertlj^ bcr gunction ben einem anbern 233 ert^ ber SBariablen entfpre^^ 
(jf^enbeu Scrt^^ ber gunction burd^ 9icgel be tri bcred^nen (@em. %xxti)m. %. 6). 

ä. 2Benn ben SDSertl^en a, x ber SSariabten bie SBertl^e ft, ^ ber 
gunction mt\pxt6)en, fo finb x — a, y — h cntfjjret^enbe 'Cifferenjen 
(incrementa) bcr SSariabtcn unb ber gunction. SBenn jeber l^inreic^enb 
Keinen ©iffcrenj x — a bcr 33ariabfen eine beliebig Keine ©ifferenj 
y — h ber gunction entf})ricif|t, fo l&cißt bie gunction continuirtid^ 
(ftettg) bei bem 2ßert^ a bcr Variablen, nac^ neuerem (Sebrauc^ auc^ in 
bem gaüe, baß bic gunction einen unenblid^ großen 2öert^ annimmt 
unb baö ^txijtxi toed^fett, n)äl^renb bic SSariable burd^ ben ÜBcrtl^ a %'m^ 
burc^gel^t. SBenn biefe SSebingung nid^t erfüllt ift, fo ^at bic gunction 
an ber in Söctrod^t gejogenen ©tettc eine !J)i«continuität (Stetige 
leitö^Unterbred^ung). 

I. SJenn bie gunetion continuirlid^, real, enbtid^ ift unb üon bem 
<3ofitiben ober negatiben SBertl^ h ju bem S33ert^ h^ übergebt, mäl^renb 
bie 23ariable ben realen S33eg bon a bi« a^ jutitcEJegt, fo haben bei l^in^ 
reic^enb Heiner üDifferenj a^ — a bie S53ertl)e h unb b^ baffetbe '^zxdjzw. 

II. Sßenn bie gunction continuirtid^, real, enblid^ ift unb bon bem 
}}ofittüen S33ert]^ h ju bem negatibcn SBertl^ h^ übergel^t, U)äl)renb bie 
aSariable ben realen 2Beg bon a biö a^ jurüdflcgt, fo efiftirt jiotfc^cn 
a unb «1 ein realer SBert^ a^ ber aSariablen, metc^em ber SBert^ 
ber gunction entfprid^t. J)enn bie JWeil^e ber 3ßert:^e a, a + ^, a + ^ 
+ <5', . . ber 33ariablen, toeld^en bei l^inreidt^enb Keinen ö, 5', . . t>o^ 
fitit>c SBcrtl^e ber gunction entfpred^en (I), fann fortgefe^t toerben, bis 
einem Sßertl^ a^ ber SSariablen ein SBert^ ber gunction entfpric^t, ber 
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nld^t })ofitiJ) Ifi. Diefcr SBcrtl^ bcr guttctlon Um tiegatto nid^t fein, 
fonft tpärc a\x6f ein ijftnrcid^enb nal^c boranftcl^cnbcr 2Bert^ bcr gunc^ 
tion ncgattb, gegen blc SSorau«[etäung. 2llfo ift bcr fragile SBcrtl^ bcr 
guncttou nnB. 

Ili. SäJenn bei ben vorigen SBorau^fefeungen b^ = 6 ift, fo ejciftirt 
jiöifd^en a unb a^ ein realer SBcrt^a' bcr SJariablen, toctd^cm ein ejr^ 
t rem er ffiert^ ber Function entft>rid^t, ein üßa^imum ober ein ÜÄi* 
nimum b. 1^. größer ober Keiner ate ^inreid^enb nal^c üor=» nnb nad)^ 
ftcl^enbe 333ert]^e ber Function. !Deun bie Function lann üon bem SBertl^ 
b au« toeber burd^au« fteigen uod^ burd^auö faüen, um ben 2Bertl^ ftj 
= b iVL crreid^en. 

5* I. ffienn bie ©tfferenj b^ — b ber Function burdfi bie ent* 
fpred^eubc 5)ifferenj a, — a bcr aSariabten unb beren *ißotenjen au«* 
gcbrüdt tt)crbcn fann (aiufgobe ber !Dtffercntiatred^nung), fo ift bie gunc^ 
tion continuirlid^ bei bem SBcrtl^ a ber ajariabten, unb bie ©ifferenj 
bcr Function ift bcr entf))red^enben ©tfferenj ber aJoriabten })ro})ortionat 
mit einem bei ]^inreid{>enb Heiner ©iffercnj ber 3SariabIen beliebig Meinen 
f^cl^ter. !Denn an^ ben $orau«fc^ungcn 

Ä, — 6 = p(a, — a) + q(af — a)2 + . . = (p + d){a^—a) 
62 — * = /?(ö2 — a) + q(a2 — a)^ + . , = (p + ö')(a2 — a) 

folgt ba| bj^ — bfb^ — b unb 

Vni _ h.zzJ. = Ä - r 

flj — a a^ — a 

beliebig Kein finb bei l^inreid^enb Keinen a, ^ a, a^ — a, 

^ierin ift bie bon ben 9?ad^fotgcrn !Dio))]^ant'« au«gebitbete 
„regula falsorum'* (el-chataayn, ))erg(. !£)robifti^ de Widmanni com- 
pendio p. 29, falsarum positionum bei Leonardo IIb. abaci fol. 141, 
regula aurea bei Cardano ars magna cap. 30) unb bie {Reget für bie 
3nterpoIation ber Siabeöen t>on beftimmten ijunctionen (Slttg. äritl^m. 
§. 20, 4) enthalten. . 

II. 3m realen ®ebiet l^at bei l^inreici^enb fteiner Differenj ber 
a5ariablen ber SBert^ i> + ^ mit ^ baffelbc 3^^^^" (4/ !)• SJal^er 
l^aben bie entf|)red^enben iEifferenjen b^ — b unb a^ — a baffelbe ober 
nid^t baffelbe S^id^^n, je nad^bcm p t>ofitib ift ober negatio, b. 1^. bie 
gunetion beginnt ju fteigen ober gu fallen,. toäl^rcnb bie SSariable üon 
a au« toäd^ft, je nad^bem p pofitib ift ober negativ. 

SBenn p nuH ift, fo bleibt bie Function untjcränbert, mäl^renb bie 
aSariablc bon a au« fid^ ju änbcrn beginnt, b. 1^. bem aßertl^ a ber 
93ariablen entfprid^t ein SSSertl^ ber gunction, ber entioeber ein SKaji^ 
mum ift (beim Uebergang ber fjunction au« b^m steigen in« gaüen, 



Digitized by VjOOQ IC 



218 «l0el«a. 

tüä^rcnb btc SSaviaMe ben SBertl^ a bötd^(äuft), ober ein ÜJHnimum 
(beim Uebergang bcr gunction aM bem gaüen inö ©teigen), ober tei^ 
neö bon beiben. 

35er entfd^eibcnbeentoidetungöcoefflcicnt p ^eißt bic gtujion ber 
gunction (naä) 9?cmton) ober il^r iDiffercntiatquotient (nad^ 
gcibnij) ober i^re ÜDcribirtc (nad^ Sagrange), ©.unten §. 10. 

,. 6* ©ne gormet, In ber bie Unbcftimmte x borlommt, J^eigt eine 
rationale Function blefer SSariabten, tocnn pe burci^ eine gegebene 
enblid^e ^^a^ oon äbbitionen, ©ubtractionen, aÄutti|)licationen, ©i* 
t)ifionen am bcr 33ariablen unb au« Sonftanten (b. ^. bon ber aSariablen 
unabl^ängigen S^a^m ober J^ormetn) gebitbet ift. 3- ®- 

a + bx, (a + bxr, ^^^•. 

fttib rationak Functionen »on x, toenn a, b, c, d öon x unabhängig, 
librigene aber beliebig (rational, irrational, comptef) ftnb, toä^renb ber 
^fponent m eine ganje reale ^oiji bebeutet. 

Sine rationale Function l^eigt gebrod^en ober ganj, j[e nad^era 
baritt bariable J)iinforen borlommen ober nid^t. 3- ®- 

a + fta? + cx^ 

d 

ift eine ganje Function bon x, toenn a, b, c, d bon x unabl^ängtg pnb. 

^Dagegen ift -^ eine gebrod^ene Function bon x, toenn B eine rationale 

Function bon x, A aber eine rationale gunction bon x ober anä) eine 
bon X unabhängige 3öW bebeutet. 

®ie ganje Function A l^eißt t^eitbar burd^ bie ganje Function 

Bf menn ber Quotient ^ eine ganje Function ift. 3. ©. a° — x^ 

ift tl^ettbar burc^ a — x. 

7. eine ganje gunction einer SSariablen l^eigt bom wten ®rab, 
toenn barin bie ?«te ^otenj ber 3Sariablen, aber ntd^t eine ^otenj ber* 
felben bon größerem gjjjonenten borfommt. 3. ©, 

a + bx, 

a 4- 6a; + c^x, 

a •\' bx -\- cx*^ -f- dx^, . . 

finb gauje Functionen ber SSariabten x 00m Iten, 2ten, 3ten, . . ®rab 

(linear, quat)ratifd^, cubifd^, .,), toenn bie Soefficienten a,h, c, d 

t)on X nnab^cingig finb. SBeil 

(a -[- a:)2 — a;^ = «2 ^ 2aa7, 

fo ift (a + a)2 _ ^2 in SBal^rl^eit eine Function bon x nur crften ®rabe^. 

\ 

1k Digitizedby Google 



§. 2. guitctioncn öon S5artaBIcn. 219 

eine gebroiJ^ene gunction läßt fid^ ate Quotient öon flanjen gunc* 
tionen barftetten, unb l^eigt bann eti^t ober uned^t gebrod^en, j[e nad^^ 
bem bcr @tab bcö JDiütfor bcn ®rab bc« !J)iiölbcnbu« übcrftctgt ober 
nid^t @ine uned^t gebrod^ene Function tagt fid^ burd^ S3it>tfion in eine 
ganje gunction, toetd^e fid^ aud^ auf eine Sonftante rebuciren fonn, unb 
in eine ed^t gebrod^ene gunction auflöfen (Slttg. Slritl^m. §. 12). 

2lu« ben gegebenen ganjen Functionen A, B finbet man burd^ fnc* 
ceffH>e Siüifionen bie Äette (Slttg. Slrit^m. §. 13, 3) 

A^ BP + C • 
5 = CQ + ^ 

L = Mü-^^ N 
»obei bie ®rabe ber ganjen Functionen A, B, C, D, , . eine faflenbe 
ateil^e bilben, unb bie Quotienten P, Q, . . ganje Functionen finb. 
Um ganje Soefficienten ju erreid^en, »erfiel^ man bie 5Diüibenben mit 
l^inrcid^enben ^jofitiüen ü)lulti|>Iicatoren. 6ine ganje Function, bie in 
A unb B aufgeljit (6), ift ein ÜDiöifor t>on C, D, . . . SBenn bie Func^ 
tioniVein IDiDifor boniüfift, fo iftfie ber größte gemeinfd^afttid&e 
!j)it)i[or üon ^ unb -ß, unb i^re Soefficienten finb au« ben Soef* 
flcienten uon ^4 unb i5 rational jufammengefe^t. SBenn N öon ber 
aSariabfenunabWttgig ift, fo ift bie gebrod^ene Function il : J5 irre^ 
bucibel* 

8* ®nc Formet, loetd^e mel^rere Unbeftimmte entl^att, l^eißt eine 
y^auje ober eine gebrod^ene Function bicfer Variablen, toenn i^r in ©e* 
jug auf jebe einjetne SSariable biefetben ^räbicate julommen. 3nöbe* 
fonbere l^eißt eine ganje Fwnctlorf mehrerer SSariabten öom wten®rab, 
menn in il^ren ©tiebern ^robucte i)on m (aber nid^t mei^r al« m) öa* 
riabten Föctoren Dorlommen. Die ganjen Functionen mel^rerer S3aria* 
bleu öom erften, jtoeiten, britten ®rabe toerben ber 9?eil^e nad& tinear, 
quabratifd^, cubifd^ genannt. 3.©. a + Ja? + cy ift eine tineare 
Function Don x mi y) a -\- bx + cy -{- dx^ + ea:y + /y2 ift eine 
quabratifd^e Function öon x unb y, u. f. f. 

9. aßurjetn rationater Functionen bon x unb rationale Functionen 
fotd^er SBurjctn l^eißen irrationale Functionen üon x, SBenny eine 
irrationale Function oon x, unb z eine irrationale Function ton y ift, 
fo ift z eine irrationale Function i)on x, u. f. to. 

gin ffiertl^ ber SSariablen m, bei toetd^em eine gegebene ganje Func^ 
tion/(tt) öerfd^toinbet, ^eißt eine SEBurjctber®teid&ung /(w)=o. 
aSergt. §. 4. 333enn nun /(w), ^(w), ä(w), . . gegebene ganje Functionen 
Don M fihb, bereu Soefficlenten ganje Functionen bon x finb, unb toenn 
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p, q,r, . . aBurjctn ber ©tcid^ungcn /(w) = 0, g{u) = 0, A(«) = 0, . . 
finb, fo l^eißt Jebc rationale ober irrationale gunctton bon p, q, r, , . 
eine atgebraifd^c Function bon x. SBenn y eine atgebraifi^e gunction 
bon 5c, unb 2: eine algebraifd^e Function bon y i% fo ift z eine at 
gebraifc^e gnnction bon x, u. f. to. 

SHgebraifd^c gnnctionen »erben bei befonbern SBertl^en ber Son* 
[tanten irrational, gebrod^en, ganj. Functionen, toeld^e ju ben atgebrai= 
fc^en nid^t gel^ören, l^eißen tranöfcenbent*). 3- ®- ^^ ^^^Vt ^"^^V* 
\ogy finb tran^fcenbente Functionen bon x, »enn y eine beliebige gunc* 
ttou bon X bebeutet. ®anje Functionen uuenblid^en ®rabeö finb nur 
bann rational, »enn fie recurrent finb (^Äüg. 8lritl)m. §. 12, 4). 

SBenn ben SBertlben ber aSariablen im Slügemeinen (b. 1^. abgefel^n 
t^on fingulären SBertl^en ber SSariablen) mehrere SBertl^e ber Function 
entf^jrec^en, »enn bal^er einem gegebenen SBeg ber SSariablen berfc^iebene 
3tr>etgc ber Function cntfpred^en, fo l^cißt bie Function me^rbcutig 
(biformis, trifonnis, . . nad^ (Sutet). {Rationale Functionen bon x, 
ferner a^, cosar u. 81. finb einbeutig, a + Yx ift 2beutig, y « + x 
+ Yb~+^ ift 4beutig, loga? ift unenblid^beutig. 

10. ©enn eine Function bon mel^rern SSariablen fo befc^affen ift, 
ba^ burd^ üßultiplication ber SBert^e ber einjelnen SSariablen mit t ber 
ffiert^ ber Function mit «"^ muttiplicirt toirb, 

f(tx, ty, . .) =~t^f(x, y, . .) 

fo ]^ci|t tie Function homogen bon m 2)imenfionen**). 3. S. 

ax'^ + 2bxy + cy\ Y^f /^^/ ^og^ — logy, ^—4 

•*' y 

finb l^omogene Functionen bon 2, 1, |, 0, — 1 ©imenfionen. 

©ne ganje l^omogene Function bon 1, 2, 3, . . IDimenfionen, be* 
ren ©lieber je 1, 2, 3, . . bariable F^ctoren entl^alten, ]^ei§t eine Form 
Iten, 2ten, 3ten, . . ®rabe« (linear, quabratifd^, cubifd^, . .)/ i^nb 
jtoar binär, ternär, . . nad^ ber Slnjal^l ber SSariablen***). 3- ®- 
ax^- + 2&a:y + cy^ {p gj^e binäre quabratifc^e Form ber SSariablen 
X, y. 3ebe^ ®lieb einer Form mten ®rabe« bon n SSariablen entl^ält 
eine ßombination bon m gleid^en ober nngleid^en bariablen F^ctoren; 
alfo %oX bie allgemeine Fotm wten Orabet bon n SSariablen 



*) ^iefe Unterfci^ctbunacn finb im 17ten 3o^r^. gcmati^t ttjorben. 3)tc Scncn- 
nungen rühren ^auptfä(3&Ud9 öou Seibnij \tx. Acta Erad. 1682, 1684 p. 234 
SSerc;!. ©uter Introd. I cap. 1. 5lbcl (Srette 3. 1 p. 67. 
**) (Sulcr Introd. I cap. 5. 

*) ®aug Disq. arithm. 153. 266. 



+**\ 
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(n '{' m — 1\ /^ + n — iV 
m )—[ n-- 1 ) 



Oflcbcr («Og. arit^m^ §. 25, 6). 

üDlc stiebet einer itid^t l^omogenen ganjcn gunction mtm ®rabe^ 
lönnen in l^omoßenc ganje Functionen bon 0, \, 2, , , , m 5Dtmenfionen 
bcrtl^eitt toerben. ©ejeici^net man biefc gunctionen burci^ A^ Ar • • unb 
eine neue S5ariabte burd^ t, fo erfd^eint bie nid^t l^omogene ganje fjunc^ 
tiott /o + /i 4-/2 + . . + /m äI« ber SBerti^ ber l^omoßenen gan** 
ien gunction «Vo + t^'^A + <^"V2 + • • + (/in-i + fm, totU 
d)tn bie tcfeterc Bei / = 1 annimmt, eine nid^t i^omogene ganje gunc* 
tion wten ®rabe« bon n SSariaMen ift ein befonbercr SBert^ einer 1^0=* 
mogenen ganjen Function bon n + 1 S5ariab(en; il^re allgemeine gor* 

mcl ^at bemnaci^ (** + ^) = ('^ + ^^ ©lieber. 

II* Sine Function mcl^rerer S5ariablen l^eißl f^mmetrifd^ ober 
atternitenb*), je nad^bem fie burd^ aSertaufd^ung ber SBertl^e loon 
ie j^ei S3ariabten benfetbcn ober ben entgegcngefetät gleid^en SSJertl^ er* 

co8(x — y), xtf -\- yz + xz — x^ — y2 — ^^ 
finb f^mmetrifd^c Functionen t>on x, y, z, toeit fie fid^ nid^t änbern, 
ipenn man x mit y, ober x mit z, ober y mit z bcrtaufd^t; 

X — y, {x — y)^, sin(a? — y\ {x — y){x — z){y — z) 

finb atternirenbe Functionen bon x, y, z, loeil fie ben entgegengefefeten 
äßertl^ erl^alten, toenn x m\i y, ober x mit z, ober y mit z öertaufd^t 
tt>irb, !l)ie ^Determinanten (5lttg. «ritl^m- §. 26) ftnb atternirenbe gunc^ 
tionen il^rer Elemente. Sad Ouabrat einer alternirenben Function ift 
eine f^mmetrifd^e Function. 

SBenn eine f^mmetrifd^e Function bon x, y, z ba« ®lieb a^afy^z^ 
Ifat, fo entl^ält fie bie ©lieber a^x^'y^z^, a^x^y^z^, . ., toetd&c burd^ bie 
gegenfeitige SSertaufd&ung t>m x, y, z ober bon «, ft y entpel^en, mit 
bemfelben Soefficienten. SBenn eine gange ftjmmetrifc^e Function ber n 
S5ariablen x, y, z, . . in Sejug auf jebe einjelne äJariable mten ®ra=* 



*) 2)ie ^Benennung ,,fj?mmctrif(]&e gunction", »ofür man fonfl fanctio invaria- 




1812 erhalten (Journ. de T^c. polyt. Cah. 17), ber bie f)^mmetnf(i^en Functionen in 
))ermanente unb aUevniienbe t^etlte. 
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bc« ift, fo crl^ält man il^re ©lieber au« bet gormel a^x^'y^^^ . ., in* 
bem man für aßy . . je n gleid^e ober unglcid^e ^a\)kn ber ^dift 0, 
1, 2, , . , m in aflen mögtid{>cn anorbnungen fefet; bic gunction i^at 
alfo nid^t mel^r i)er[cl^iebene Soefficienten, atö eö Sombinationen a^y . . 

9iebt,nämac^(- + ^ + ^-l) = ('^ + ^) 

§. 3, 3){e anal^tif^e ÜWet]()obe- 

1* S)a« aflgemeinfte SScrfai^ren, matl^ematifci^e aufgaben ju löfen, 
befielet barin, bag man juerft bie gefteßten fragen mit einer ober mcl^^ 
reren Unbeftlmmten öortäuflg beantoortet, at« ob bie Aufgabe getSft 
u>äre. üDiefe Unbeftimmten l^eigen bie Unbefa unten ber Sdifgabe. 
SJann toerben bic !i)aten ber Slufgabe (bie gegebenen ®ri56en) burd^ 
bie Unbelannten au^gebrüdt, unb bie gefunbenen gormetn (Functionen 
ber Unbelannten) ben SBJertl^en, toetd^c fie l^abcn foHew, gtciiä^efe^t. 
enblid^ bered^net man fotoeit e« möglid^ Ift, bic Unbel«inten au« ben 
aufgeftcQtcn ©(eid^ungen. 

!£)iefcd tnbitecte SSerfal^ren, tottöfz^ mit untt)efentlid^en 93erSnbe« 
rungen aud^ jur Srfinbung bon geometrifd^en €onftructionen gebrau(!^t 
toirb, ift au« bem SHtcrtl^um unter bem Slam^n Sluat^fl«*), anat^^ 
tifd^e SRctl^obebefannt. 

8eif})ict 1. eine ©efcOfd^aft r>m 90 ^erfonen entpt4 SWanncr 
mel^r atö ^aucn, 10 ^inber mel^r ai& (Srtoad^fene. 9lu« tok^itt Tlan^ 
nern, grauen, Äinbern beftel^t bie ©cfeöfd^aft? 

35ie ©efeflfd^aft entl^ätt x grauen, folgtid^ x + 4 SKänner, 
2a; + 4 Srtoad^feue, 2a; + 14 ftinber; jufammen 4a? + 18 ^erfonen. 
@ie foB 90 ?ßerfonett entl^atten; atfo fe^ man 
4a; + 18 = 90. 

*) UeSer bie anal)^tif(!^e ÜRetl^obe, aU bereit (Srftnbev im ^Uertl^mn fiaio 
genannt tt>irb, ^anbeln @ucübe9 (Eiern. 13 )u Anfang unb Data, beutfcp t>on 
@ci^tt)ab 1780), ?a^^u8 Coli. math. 7. Sßitta Isagoge in artem analyücam, 
Sfictoton Arithm. univ. ed. Gravesande p. 64, n. Ä. 85crgl. Flügel mat^. 
S. I p. 86. 8ere(!^nungen m6> an<Ht}tx\(i}tx äJ^et^obe ^at im ^Uertl^um l^au^t^ 
fäd^lid^ S)io^^antud gele(^vt. am beginn ber neuern ^tii unterfd^ieb man ( s 
minor s. ars rei et zensus — bie Unbetannte l^ieg res, cosa unb il^r Ouab t 
zensus, toergt. Sttig. Slrit^m. §. 6 — unb ars magna „quam vulgo cossam voca b 
siye regulas algebraicas'' Cardanas Ars magna c&p. 1. 3nr toeitem J6earb< = 
tung biqe§ ©ebietc«, tce^e« bie 9lamtn (£o% ^tQthxa 6euid&neten, ijl bie 8uc6pabe « 
red^nung auSoebilbet tcorben. @ett 9tett>ton,unb ßeionij tarn filr bie bon ijii t 
audgebiibete S)ifferentta(s unb Sntegralrecfinung ber iRame Snal^fid in @ebrau . 
Se^t toerfle^t man unter ^nal^ftd bie ^X^peorie bei Functionen, unter algebraif^ r 
9[nal^rt9 ober Algebra bie X^eone ber algebraifd^en Functionen. 
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an« blcfer ©eblttgung folgjt Asc = 7% x =. \8, b. I&. bic ©efeüfd^aft 
bcftcl^t auö 18 graue», 22 ajiärincrn, 50 Sinbcrn. 

Sclfi)ict 2. SWan gctoinnt i> ^roccnt an- einer SBaarc, bie man 
für m %iaUx »erlauft. SBicbiel ^rocent gctoinnt mau, toenn man bie 
SBaare für n 23^atcr i)crfauft? 

Sei X ^roceut ®mxm toerben 100 + x V^akx für 100, 1 Sil^aler 
für ben (100 + a:)ten ZifOi fobiel, « Zftaltx für nmal fobiet eln^^ 

genommen, b. 1^. bie SlBaare tourbe für ^^^ ^ ^ Xl^aler eingelauft. 

3)ie SBaare tolrb (*er mit p ^roceut ®ett)inn für m ^aitx »erlauft, 

foß alfo für ^^^"^ schaler eingelauft toorben fein. «Ifo fefet man 

lOOn lOOwi 



100 + oc 100 + p ' 
Slu« biefer öebingung folgt 1^5-+-? «= ^^^^^ 

100 + ^ = (100 +P)^, ^ = (100 + P)^ - 100 
b. 1^. bie SBaare toirb für n Später mit (100 + P)~ — 100 ^rocent 
(Sctoinn, ober obne ®eioinn «nb SSertuft, ober mit 100 — (lOO +/>)- 

m 

^rocent aSertuft »erlauft, Je naci&bem (100 -j-p)-- — 100 »>öfiti» ober 

TW 

nuQ ober negatib ift. 

• 

Self»)ie( 3. Sluö bem Drte il gel^t ein ©ote al», ber in 5 ©tunben 
7 SWellen jurücftegt. äu« bem 8 STOeiten rücftoärt« gelegenen Orte 
B gel^t 8 ©tunben f})5ter bem erften ein ©ote nac^, ber in 3 ©tunben 
5 üßeiten jurüdlegt. SBann unb too toirb ber erfte ©ote bom jmeiten 
eingel^olt? 

35er erfte ©otc ift bi« jur (Sinl^otung x ©tunben in Setocgung 
unb legt ^x SWciten jurücf . !Der itoeite Sote ift a? — 8 ©tunben in 
©etoegung unb legt t(a: — 8) SWeiten jurücf. ©ie 35iffereni btefer 
äBege ift i(x — %) — Ix 3«eiten, unb foO 8 ÜÄcilcn betragen. SJIfo 
fe^t man 

i(cc — 8)— ^a? = 8. 

©iefeSebingung (autet einfacher |? - ^ = 8, |f = ¥, a: = 80, 

10 t> 15 tj 

b. ^. ber erfte »otc loar 80 ©tunben in Seioegung unb 112 aßeilen 
»on A entfernt, atö er »on bem itoeite« ©oten eingeholt tourbe* 
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Seifpict 4. SBcnn a, b, c ^aUx (Kapital mä^ k, l, m SKonatcn 
fäüig [inb, nad^ loic ötcl STOonaten fann bie ©umme a + h + e 
Spater auögcjal^lt »erben? 

5«ac^ a: SWonaten. Oefefet, 1 SCl^alet in 1 SWonat trägt 1 ©nl^ett 
3infen, fo tragen a + i> + <J Sil^ater In x STOonaten (a + 6 + 0^ 
einleiten 3^««/ bagegen a VcjqXzx in ik SKonatcn, h 2;^atcr in / 
3Konaten, c Z^aXtx in m SWonaten iufamnten ak + W + m ®n* 
l^eiten, i)ie crften 3^"f^w f<>öcw *>cn lefetern gteid^ fein, al[p fcfet man 
(a + ft + c)a? = aJk + 5/ + cw. 

C)ierau« folgt x = _-r_^-^ _ . 

S3ei[pie( 5. ©in SBafferbel^ätta lann bnrd& bie Äöl^ren A unb 
-B in 70 aJiinutcn, bnrd^ A nnb C in 84 ÜÄinuten, bnrd^ B unb C in 
140 SÄinuten gefüllt »erben. 3n »iebiel 3^^* ^^^ttn er burd^ jebe 9iö^re 
einjeln, in tolebiet 3^^* ^"^^ ^ö^ ^^^^ SRöl^ren gefüllt toerben? 

!j)er Sei^ätter lann burd^ A, B, C einjetn in x, y, z SDiinuten 

gefüllt »erben, alfo liefern A, B, C in 1 SWinute -, -, - ©e^ätter, 

folglich 

A unb B in 70 aWinuten 70 (^ + -i) »el&ätter, 

^ unb C in 84 ÜÄinuten 84 (^ + j) ©e^ättcr, 

B unb C in 140 SKinuten 140 (- + jj »cl^alter. 
Diefe ®rö§en follen je t Sel^alter betragen. 2llfo fefet man 

\x ' yj X ' y 70 

84(1 + ^)=! i * +^ = h 
\x ^ z) X ^ z 84 

\y zj y z 140 

toorau» ^ = 7^ + ^ - ilö = 4' ^ = ^^^ «efunben toirb. 

= ll^, j = 420, b. ^. bie atö^ren ^, ß, C füCen ben Schalter 
einjeln in 105, 210, 420 SWinuten. 
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!t)ie brci {Rollten jufamtnen liefern (yf^ + Yf?r + tIit) ®e]^ältcr 
in 1 STOinute, fotgtid^ 1 ©eptter in 

1 



ri^ H" ^fir + tJtt 



= 60 3Rinuten. 



©eif|>iel 6. -4 unb ^ l^abcn jufammen c Zf)akx, ber erfte m 
aWonate, ber jtpeite n jDicnate lang, in einem ©efc^äft angelegt. 9ln 
(Eapital nnb ^m\m erl^ietten fie p nnb q ZfjaUx jnrücf . 3Bie»iel ,f)atte 
ieber beigetragen? 

A l^atte X ZffaUx m SWonate lang angelegt , alfo mx ginl^eiten 
3infen ijerbient (S5eifj)iet 4). ©ein ©etoirin betmg p — x zi)aUx, 

folglid^ 1 einl^eit 3infen ^^- Später, 

Tyix 

B l^atte c — X Z^aUx n üßonate lang angelegt, alfo n{c — x) 
(Sinl^eiten '^\xi\tx[ i^erbient. ©ein ®ett)inn betmg q — {(- — x) 3:]^aler, 

folglid^ 1 (Sin^eit Binfe« ^ T,^^~ — J^aler. ©ie ©n^eit Binfen 



foll aber 



p X 

mx 



Sil^alcr betragen, alfo fefet man 

q — (c — x) p — X 
n(c — x) mx 



üDie Sntioidelung biefer JBebingung beftel^t in ber Slnflöfnng einer 
qnabratifd^en ®leid^ung. 

3. Sonftrnctionen nad^ anal^tifd^er SWetl^obe. SBan conftrnirt 
bie gefuci^te gignr milllürlid^, unb anö ben ßlementen ber toilllürlid^en 
gignr biejenigen Elemente,. njeld^e üon gegebener ©riSge ober Sage fein 
foQen. §ierburd^ unb burd^ geeignete ^ülfölinien entftel^en ^ülf^figuren, 
njeld^e nad& geometrifd^en ^Regeln "owxä) bie 5)aten beftimmt finb. 5Run 
conftrnirt man fotoeit eö möglid^ ift auö ben 'Daten bie ^ülf^figuren 
unb auö biefen »ieberum bie gefud^ten giguren. iDabei jeigt e^ fid^, 
ti)ctd^en SSebingungen bie IDaten unterworfen fein muffen , bamit bie 
Slufgabe lösbar fei, unb toiebiel berfd^iebene fjiguren ben gorbemngen 
ber Slufgabe genügen lönncn (Determination). 

S5eifj)iel 1. 5Da^ iDreiedt ju conftruiren, in toeld^em ein SBinfel, 
bie gegenüberliegenbe ©eite unb bie ©umme ber anliegenben ©eiten 
Don gegebener ®rö|e finb. 



S9al^et. I. 4. 9ltt{t. 
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3lttal^ftö. Da« gefud^te ÜDrcied [ei ^^C, ber gegebene SBinfet 
U -ß unb bie gegebene ©eite CA. 

SBenn man auf ber S3er{ange* 
rung bon AB bie ©trede BD 
= BC matSft, fo ift AB=^äb 
+ -BC? bie gegebene ©nmme, 
unb ber SBinlel CDA bie ^ätfte 
beö gegebenen Sßinlete B, toeif ba« iDreled I>C^ gteic^fd^enletig ift. 
$Da nun in bem ^ülföbreied ADC ber SBinfet D, bie gegcnübertiegenbe 
®ette C^, unb bie anliegenbe ©eite AD gegeben ift, fo läßt fid^ ba« 
^ütföbreied unb barauö ba« gefud^te ^Dreied conftruiren. 

ßonftruction. aRad^e £i^ gteid^ ber gegebenen ©umme, OFE 
gleid^ bem gegebenen ffiinlel, unb boöenbe ben JR^ombu« EFQH, fo 

bag ber ffiinlet HFE 
-= j^GFE tt)irb. Se^ 
fd^reibe um E mit ber 
gegebenen ©eite ben 
Srei«, ber bie 35iago^ 
nate FH im atögemei* 
neu in J unb J' trifft. 
3ie^e JK {J'K') ^a- 
raöet mit FO, fo ift 
EJK {EJ'K') ba« gc^ 
fttd^te ÜDreied. 

Sem eis. ©er 2Bin!eI J^E ift bem SBinlet GFE, atfo aud^ bem 
gegebenen 3ötn!et gleid^, toeil JK unb Fö ))araüel finb. gemer ift 
KJ = KF, toeil KJF = öiV == JFK, fplglid^ EK+KJ=EF =^ 
ber gegebenen Summe. Snbtid^' ift £/= ber gegebenen ©eite. @benfo 
betoetft man, baf EJ'K' ben gorberungen ber Aufgabe genügt. 

2)etermination, !Die Aufgabe ift lösbar, toenn bie JDiagonate 
FH üon bem greife um E getroffen loirb. Sieg ift ber gaü, tpenn 
bie gegebene ©eite nid^t Keiner ift, ate bie 5Rormate ayx^ E ju FH, 
b* % nic^t fleiner ate bie ^ätfte ber anbern Diagonale EO, 

Die beiben 5lufIBfungen ber 8lufgabe finb nid^t loefenttid^ berfd^ie:= 
ben. Denn im Dt^ombu« EFQH ift EFJ m EHJ\ alfo ber SBinlet 
KEJ = J'EH = EJ'K'. 5ttun ^aben bie Dreiedte EJK unb EJ'E 
eine ©eite unb jipei gleid^liegenbe SBinfel ber 9ieil^e nad^ gteid^, atfo ift 
EJK m J'EK\ 




if^t 
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©ctf))icl 2. 2)a« ©rcled ju conftruiren, In tpetd^cm ein SBinlet, 
bie flegenüberliegenbe ©eite unb bo« SScrpÜnig ber aniiegenben ©eiten 
gegeben finb. 

Sinal^fi«. S)aö gefud^te ©reied fei ^i5C, ber gegebene SBinfeJ 
C, bie gegebene Seite AB, ba« gegebene S5er^ättni6 ^C : CA. äBenn 
man burd^ einen beliebigen ^unct D ber ®e* 
rab'en 04 bie mit AB ^jaraüele (äerabe jiel^t, 
tpetd^e Bö in J5 fd^neibet, fo ift EG i CD = 
BC : C^ i)on gegebener ©röße. SBenn man 
nod^ bnrd^ B bie mit CA j)araüete ®erabe 
aiel&t, toe^e DE in iP fd^neibet, fo ift DF = 
^j5 i)on gegebener ©röße. SDian lann atfo an« 
ben 5Daten bie §ütf«figur CDEF, unb au« 
bcrfetben ba« gefud^te ÜDreied conftruiren. 

5Diefe änfgabe ift bei beliebigen Daten cinfad^ auflösbar. 

Seif})iel 3. ©egeben jtoel ^nncte, ein Ärei« unb eine ©el^ne 
beffetben; gefud^t n)irb ein Ärei«, ber burd^ bie gegebenen ^uncte gel^t 
unb Don bem gegebenen toife einen Sogen abfd^neibet, beffen ©el^ne 
ber gegebenen ©el^ne gleid^ ift. 

Slnat^fi«. ®er gefud^tc Srei« fei ABDE, ber burd^ bie ^uncte 
A unb B ge^t unb tjon bem ^eife (CT) ben ©ogen DE abfd^neibet, 
©ie ©e^nen be6 S'reife« (C), njetd^e DE gteid^ finb, berül^ren einen 
concentrifd^en Srei«, beffen SJabiu« ber Slbftanb be« ^uncte« C ton 
DE ift. Die ©Clanen AB unb DE fd^neiben ftd^ in F fo, baß 

FA.FB = FD. FE ift. 
aaSenn nun eine burd^ F 
beliebig gezogene Oerabe 
ben gegebenen Ärei« (C) 
in G unb H f^neibet, fo 
ift FD .FE == FG. FH, 
foJgtid^ aud^ FA . FB = 
FG . FH, b. ff. H liegt 
auf bem Äreife ABG. 
Sltfo lann man burd^ ben 
§a(f«frei«-4i5(7 benennet 
Ff unb burd^ eine beftimmte 
3;angente be« Heinern Srei^^ 
fe« um G ben gefud^ten 
Ärei« ABD finben. 

15* 
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gonftruction. Durd^ bte gegebenen ^uncte Ä^ B nni einen 
mißfürüd^en ^unct G be« gegebenen treifeö (C) befd^reibe ben treis 
ÄBG, ber ben SreiS (C) nod^ einmal in H trifft. Die ©eraben AB 
unb (^^ fd;neiben fic^ in F. 3n bem ^eifc (C) jie^e eine ®e^ne ton 
ber gegebenen Sänge unb ben concentvifc^en ^eie, tcetd^er biefe ©e^ne 
berül^rt. 2)utd^ i^ jiel^e bte ^Tangenten be§ concentrifd^en Sreife«, toefd^e 
ben toiö (C) in D unb £, D' unb E' f^neibcn; fo ift \ot\>of)i ABD, 
afö aud^ ABD' ber gefud^te treiö. 

Seioei«. 2)ic @e^ne /)£ be§ tretfe« (C) ^at bie geforberte 
Sänge, xoüi fie ben concentrifd^en Sreiö berührt. !t)er ^unct E liegt 
auf bem toife ABB, »eil FA.FB = FG, FH am greife ^i5(?^, 
FG ,FH = FD . FE am greife (C), folglich FA . FB = FD . FE 
ift. iäbenfo für Z>'£'. 

Determination. ®iefe Slufgabe ^at unter ber öebingung, ba| 
CF größer ift aU ber JRabiuö be« concentrifc^en ^ütföfreifeö , jn?ei 
berfd^iebene Sluflöfungen , bie nur bann fid^ nic^t unterfd^eiben, lüenn 
bie gegebene ©el^ne ein 2)iameter ift, fo ba^ ber concentrifd^e Ärei« 
mit feinem Zentrum jufammenfäüt. SBenn inöbefonbere AC = BC, fo 
loerben bie ©e^nen AB, GH, DE, D'E' ^)arallet, o^ne ba^ bie 2luf^ 
töfungen h?efentlid&e SSeränberungen erleiben. 



§. 4. Die (Gleichungen» 

(Jg»ctd §. 60—64.) 

1* 3bentität, ibentifd^e ©(eid^ung*) l^eigt eine ©teid^ung 
(91% Stritl^m. §. 1), beren ©eiten unbebingt gteid^ finb b. l^. bei bclie* 
bigen SBertl^en ber barin borfommenben Unbeftimmten. (So ift j. SB. 
flt -f- & == ^ + Öt 
(a — 6) + (& — c) + (c — a) = 
(a + 6)c = ac -j- &c 
(a — Z>)c + (6 — c)a + (c — a)& = 
toetd^e 2Bertl^e auc^ bie Unbeftimmten a, b, c ^aben mögen. 3ebe 
®(eic^ung bon gormein, loetc^e in ber 5lrit]^metit aU rid^tig nad^gc^ 
liefen tüirb, ift eine 3bentität. 

Sßenn bei getoiffen SOBertl^en ber Unbeftimmten bie eine ©eite ber 



*) Identitas öon idem. latcintfd^c Ucberfe^ung toon ravrorijf, SincrUi^cit. 
3)ic in einigen Sel^rbüd^ern öortommcnbc SBenennung „anftli?tifd^c ©let^ung" für 
Sbcntität er[(ä^eint md^ bem über bie „anal^ti[ci&e 3Jcet^obc'' ^emerftcn ni^t an- 
gemeffen. 



N 
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®Uxd)vmi einen anbetn SBcrtl^ erl^äft, atö bie anbete ©ehe, fo tft bie 
®tei(iuttg nid^t tbentifd^. !Die ©teld^ung a-\-bx-}-cx^+dx^'\- ..=^0 
tft nur bann bei iebem beliebigen ©ertl^ bon x rid^ttg, alfo nur bann 
eine Sbentität, tocnn a = 0, 6 = 0, c = 0, . . . SBäre a tjon 3l\xti 
t)erf(i^ieben, fo n)äre a -{- bx -{- cx^ -{- dx^ + . . bei a; = bon 
SflnU berfii^ieben. SDamit ferner 

bx + cx^ + da;^ + • • = ^(^ + ^'^ + ^^^ + • •) 

bei jebem SBertl^ bon a? tjerfd^ioinbet, muß 6 + ^'^ + ^^^ + • • bei 
iebem 2Bertl^ bon x berfc^ioinben, mithin b = fein, u. f. f. 

2* ® leiden ng im engern ©inne (aequatio) l^eigt eine ©Jeid^ung, 
toeld^e im Slßgemeinen nid^t ibentifd^ ift, unb bereu Seiten einanber 
gteid^ gefefet toorben finb, um eine barin borfommenbe Unbeftimmte, 
bie Unb ela nute, gu beftimmen. 3. ©. bie ©teid^ung 4a? + 3 = 23 
ift nid^t ibentifd^, meif 4a; -f 3 im 2lttgemeinen bon 23 berfd^ieben ift; 
bnrd^ bie ©teid^ung ^ört bie Unbeftimmti)elt t)on x auf, benn bie 
Oleid^ung loirb nur bann rid^tig (ibentifd^), tbenn bie Unbelannte x ben 
©ertl^ 5 er^äft. 

(Sin SBertl^ ber Unbelannten, loeld^er ber ©teid^ung genügt, b. 1^. 
bie ©leid^ung ibentifd^ mad^t (bcrificirt), l^eigt eine S33urjeJ ber 
©leid^ung. Slud^ bie SBurjeln bon ^ai)Un finb SBurjeln bon ®Iei* 

n 

d^ungen, j. ©. -/"a ift, eine SBurget ber ©(eid^ung x^ = a für bie 

Unbefannte x. (Sine (Sfeic^ung für bie Unbefannte auflöfen l^eißt bie 

SSurgeln ber ©(eid^ung angeben. 

ffienn aa? + 6 = fein foü, fo ift aa? = — 6, x = — b:a, 

b. 1^. bie ©(eid^ung aa? + 6 = für bie Unbefannte x l^at bie SBJurjel 

— b : a. ©in ^robuct lann nur bann berfd^ioinben, njenn ein gactor 

beffelben oerfd^tt)inbet. SSergt. Slttg. Sfritl^m. §. 11, 8. 5Der ®(eid^ung 

(ax + b)(cx — d) = 

für bie Unbefannte x loirb bal^er fotool^t burd^ bie ©leid^ung oa? + 6 = 

ate audf^ burd^ bie ©(eic^ung ex — d = genügt; b. 1^. bie Söurjetn 

ber gegebenen ©teid^ung finb — b : a nnh d : c, bie Unbefannte x ift 

burd& biefe ©leid^ung jtoeibeutig beftimmt. 

(Smt 3bcntttät i^ a)>obictif(^ (bemonjlrattö) , b. ^>. eine @cttc • bcrfclbcii tp ber 
anbcrn Qitxäf bei beliebigen SBertpen ber Unbefliramten. (Sine ®Iei(^ung ifi ^J?<)0* 
t1ftt\\ä) (:t>robIemattf(^) , b. 1^. eine @eite ifl ber anbern gki^; menn bie Unbelannte 
etnen befüntmten SBertl^ l^at. 

»• 9luö einer gegebenen ®(eid^ung, fie mag ibentifd^ fein ober 
nid^t, tann man congruente ©teid^ungen b. 1^. bon berfelben iSBebeu^ 
tung ableiten, inbem man auf beiben ©eiten biefelben aritl^metifd^en 
Ot)erationen audfül^rt. 



Digitized by VjOOQ IC 



230 %lQthxa. 

I. 9Kan lann ein ®licb bcr einen Seite ouf bie anbete @eite 
mit bem entgegengefefeten S^iäftn fefeen b. I). biefeö ®Iieb auf beiben 
©eiten abbiren ober fubtral^iren. 3- ®- ^^^ ^^^^ Okid^ung 

ax -j- 5 = c — dx 

folgt 

ax -\- dx ^=^ c — b 

3n«kfonbere lann man bie ®(eicf;ung auf dlnil rebucircn 
b. f). atte ©lieber ber einen ©eite auf bie anbete ©eite betfefeen. 2Ban 
lann bie ^d(S)zn altet (Stiebet betänbern. 3- ®- ^^^ Ofeid^ungen 

X X , 

b c 

b c 

X , X j n. 

1 a — d == 

b * c 

finb congtuent unb lönnen einanbet bettteten. SBenn eine »on il^nen 
ibentifd^ ift, fo finb andf bie anbern ibentifd^. (Sine SBntjel ber einen 
ift aud^ eine SButjet ber anbetn. 

II. $Dian fann aüe ©Hebet einet (Sfeid^ung mit betfetben ^af)i 
(aufgenommen unb oo) muttit)liciten obet bibibiten. SSSenn gebtod^cne 
(Stiebet boti^anben finb, fo finbet man butd^ aWuÜi|)lication mit bem 
Keinften (Senetatnennet eine ©teid^ung, »etd^e an bie ©teile bet gege* 
benen ®(eid^ung gefefet toetben fann. (Songtuente ©tei^ungen finb j. So 

^^ + — + - = unb ax^ -^ bx + c=: 

j)otau^gefet}t baß « nid^t ift; 

j-^ 1- -^ 4- a = unb ex -\- (b —x)x + ac{b — x) = 

benn bet 3Jiuftij)licatot c(b — x), butd^ ttjeld^en bie gegebene ©teid^ung 
in bie abgeleitete übetgel^t, ift nutt bti x = b, loeld^et SEBettl^ öon x 
bet gegebenen ©leid^ung nid^t genügt; 

7-^^71^) + ^ = « ""^ 5 + 3x = 

benn bet 3Ku(tij)ficatot \+x ift nuü bei bem bet gegebenen ©leid&ui 
nid^t genügenben SBettl^ — 1 bet Unbefannten. 3lx^i congtuent finb 

ax^ -\- hx'^ -\- ex = unb ax'^ -{- bx -{- c = 
\mi X = bet einen ©leid^ung genügt, bet anbetn nid^t genügt. 

III. 3Jian fann jebe ©eite bet ©teid^ung mit betfetben 3^^I t>oter 
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giren, eine 3^^I wiit ieber ©eite |)otcitxtren, bicfctbc SBurjet uub ben- 
felben gogaritl^muö ieber ©eite nel^men. ßongruent ftnb j. 39. 



y a + ^a? = c unb a + Äa; = c^ 
log. nat. (a -f 6a;) = c unb a -\- hon = e^ 
unter ber 33orauöfefeunfl, ba§ ble SBurjct unb ber gogarit^mu^ nic^t 
ttiel^r Deutungen erl^alten afö c, 

m 

(a + ^^)"' = c WWt^ a + Äa; = yc 
a^^^cx _-. ^ m^^ i> + CO? = logöf : loga 

3)agegcn l^aben bie ©letd^ungen 

(a + 6a;)«^ = (c + e^a;)"^, e*+^^ = c«^-^ 

einen »eitern Umfang atö bie ®Ieid^ung a + fta? =s c + ^/ w. f- ^^ 
2)ie unter (I) gegeigten Umgeftaltungen einer ©(eid^ung tourbeu 
nad^ ber 5lu«bru(f^tt)eife ber arabifd^en 3Kat]^ematifer*) Algebra et 
Almocabala (restitutio et oppositio) genannt. J)a]^er foutnit ber ®e^ 
braud; beö SBorte« 9tlgebra im »eitern ©inne für aßgemeine 5lritl;^ 
metil (©ud^ftabenred^nung), im engern unb gcipöl^ntid^en ©inne für bie 
Seigre J^on ben nid^t ibentifd^en ©teid^ungen, genauer bon ben atgebraifd;en 
©(eid^ungen unb gunctionen (6). 

A. Um bie 9lrt einer gegebenen ©leid^ung ju bcftlmmen, mu§ mau 
bie ®(eid&ung orbncn in S3ejug auf eine Unbestimmte (bie. Unbelannte). 
SBenn in ber ©(eid^ung nur rationale gunctionen ber Unbeftimmteu 
torfommen (§. % 6), fo l^at man (3). 
bie ©leid^ung auf 9?uü ju rebuciren, 
bie ©ibiforen ju entfernen, in benen bie Unbeftimmte borlommt, 
bie ^-ßöi^^tM^w aufjuKfen, in benen bie Unbeftimmte Dorlommt, 
bie ©lieber gufammeuäufaffen , toeld^e bie Unbeftimmte in Oter, Itev 
2ter, . . ^otenj entl^alten. 

S33enn auc^ bie anbere ^txit ber georbneten ®Ieid(^ung ben SBertl; 
9iua \i<x\, fo ift bie gegebene ©teid^ung eine 3bentität (1). 

®ie gegebene ©teid^ung ift nid^t ibentifd^ unb l^eigt eine ® leid^ung 
mten @rabeö für bie Unbelannte, toenn in ber- georbneten ©teid^ung 
bie Unbelannte mit bem Sfjjonenten m, aber nid^t mit einem größern 
at^ m t)orIommt, toenn a(fo eine ©eite ber georbneten ©teid^ung iSbxW^ 
bie anbre ©eite eine ganje Function ber Unbefannten bom wten ©rabe 
ift (§. % 7). $Die ©leid^ungen 2ten, 3ten, 4ten ©rabe« in ©ejug auf 
eine Unbelannte ]^ei|en qua.bratifd^, cubifd^, biquabratifd^. ©ie 



*) SSergl. S^ejfelmann ©efd^td^tc ber ^tgcBra p. 40 ff. 9lo(^ l^eutc ^eißt bei 
ben 'Si)aniein ber S^irurgu« algebrista. 
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georbnete ©leid^ung l^cißt rein (pura, binomifd^), tt)enn fie nic^t me^r 
al« ein unbetannteö ®üeb (eine ^JJotenj ber Unbelannten) entijätt; au^er== 
bem n)trb fie unrein, gemifd^t (aflfecta, trinontifc^;, <}ol^nomifd^) 
genannt. 

Sie ®(eid^ung ax^ + äoj^ ^ ^ -- q jf^ ^^x bie Unbefannte x^ 

3 3 _ 

tjom 2ten @rabe. !Die ©leid^ung a + 6 y^ + c yx'^ -\- dx ^ (\ 

3 

ift für bie Unbelanntc Yx t)öm brttten ®rabe. 

(gine reine ®(ei^ung toirb aufgeWft, inbem man baö unbeldnnte 
(äüeb auf eine Seite abfonbert unb ben Soefficienten ber Unbelannten 
burd^ ©iöifion entfernt. SBenn j. 39. aa;°» + ft = 0, fo ift 

h "^r h ' 

ax^ ^ — h, a^ = a? = V^ 

a ' a 

2)ie Stuflüfung ber ©letd^ung a(x — j)(x + c) = für x be- 
ftel^t au§ rer 2luflöfnng ber ©feid^ungen x — b = o,x-^c = (2). 

1)ie ©leid^ung «j^^aj™ + ^m-i^"""^ + • • + «r^ + «o ^ ^ fü^ 
x erl^ält eine ijerfc^toinbenbc ober eine unenblic^e SBur^el, je nac^bem 
ao ober «m null toirb. üDenn ber gegebenen ®teic^ung njirb burd^ x = (} 
unter ber ©ebingung a« = genügt. SJagegen i^at man 

«m^"' + Vi^"""' + • . = ^(«m + ^ + - •) 

!Daö eingefd^loffene ^ol^nomium l^at bei l^inreid^cnb großem x tJon «m 
eine beliebig !leine ÜDifferenj unb ift beliebig Hein unter ber ©ebtngung 

S. SBeun in ber gegebenen ©teid^nng unbelannte S33nrjetn (irra* 
ttonale, algebraifc^e Functionen ber Unbelannten §. 2, 9) t)orIommen, 
fo fann bie ©leid^ung ebenfatlö nad^ ^otenjen ber Unbelannten mit 
ganjeu @^'t)onenten georbnet tt)erben. ©iefe Umgeftattung gelingt in ben 
cinfad^ften gällen burd^ ^ßotenjirnng, nad^bem eine SBurjel auf eine 
(Seite ber (Sleid^ung abgefonbert toorben ift. 3- S3- 

4 _ _ 4 _ " 

Yx^ + Y^ =" ^ ^^^^ Y^^ = a —- Y^ 

giebt quabrirt, meil bie 4tc Surjel 4beutig ift, 

+ xY^ = rt^ — 2ay"x + ^ ober (+ a? + 2a) Y^ =z a^ -\- x 

üDurd^ toieberl^ottc^ Quabriren entfte^t bie ©teid^ung 

x^ -\- {{ + 4a)a;2 _i_ 2a^x — a^ = 
S3ei einer algebraifd^en gormel, toeld^e berfd^tt)inben fotl, ift il^re 
SWe^rbeutigfeit ju bead^ten. @« lägt fid^ ben)eifen, baß ba« ^robuct 
ber üerfd^iebenen Sert^e, loeld^e bie atgebraifd^e gormet l&at, rational 
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tft, bic 5Rotm bcr algcbraifd^cn gormel (aüg. äritl^m* §. 16, 7. SSergt. 
unten §. 10). 3- ©• *>« gormet y^ + y ? + yr f)at 8 fficrt^c, 
ipctd^c aber <)aarö)etfc entgcgengefefet gleid^ finb. 5Daö ^robnct bcr 4 
berfc^fiebcncn SSScrt^e 

beträgt 2pq + 2;?r + 2qr — p^ — q^ — r\ SBenn nun p, q, r 

rationale Functionen einer Unbelannten finb, fo ift bie ©(eid^fung 

Yp + Yq + Yr = 
bon berfelbcn SBebeutung, ate bic ®Jci(^ung 

2pq + 2pr + 2qr — p2 _ ^2 _ ^2 _ q. 

e» Ucbcr]^au<)t lägt fid^ eine nid^t ibentifd^c ©(eid^ung ate bic i$or^ 
berung betrad^tcn, ba§ eine bcftimmte Function ber Unbelannten t)er^ 
fd{|ti)inbcn fott*). Sine nid^t ibentifd^c ©leid^ung l^eißt atgebraifd^ 
ober tran^fcenbcnt, [t nad^bem bicgunction bcr Unbelannten, loctdfic 
ber 5Ruü gJeid^gcfcfet toirb, afgcbraifd^ ift ober tran«fccnbcnt (§. 2, 9). 
Scbc algebraifd^c ®(eid^ung aber fann ate bie gorbcrung betrad^tct toer* 
ben, baß eine bcftimmte ganjc gunction bcr Unbelannten bcrfd^minben 
fott (5). 

§♦ 5. @9jieme »on ©leid^ungen mit mehreren Un^ 

befaniiten, inäbefonbere »on linearen 

®lei(ä^ungem 

{^tU §. 65—68.) 

1. ÜDurd^ bie gorberung, baß mehrere Unbeftimmte einer (nid(^t 
ibentifd^en) ©(cic^ung genfigen foücn, ift bie unenbHd^e SKannigfaÜigfeit 
ber SBcrtl^c bon einer unter il^ncn bcfd^ränlt, bon ben übrigen unbc* 
fc^^ränlt. 3ebe ber Unbeftimmtcn fann ate eine Unbefannte betrad^tet 
»erben, meldte burd^ bie ©(eid^ung beftimmt ift (§. 4, 2). (Sine @(ei* 
d^ung mit mcl^rercn Unbefannten l^cißt unbeftimmt (indeterminataX 
toeil fie eine ber Unbelannten berfc^ieben beftimmt ic nad^ ben ©ert^cn, 
»etd^e ben übrigen Unbelannten beliebig ertl^cilt tocrbcn. 3ufoIge ber 
unbeftimmtcn ©leid^ung l^at eine Unbefannte eine bcftimmte abhängig* 
feit bon ben übrigen Unbefannten, fie ifi eine bcftimmte gunction 
berfeJben, unb jtoar implicite (unenttoidfelt), fo lange fie nid^t ein^ 



_ : tourbe biefc 3(nfl(i^t bur(^ S)e «carte« Geom. III. grüner pflegte 
man oa« beknnte ©lieb (homogeneam comparationis bei $ieta) ab^ufonbern. 
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bcuttg hnxä) bic übriflcn au^gebrüdt ift (explicite), b. ^. fo lange bic 
@(ei(i^ung nic^t ffir bie Unbefannte aufgeloft ift. 

Sine unbeftimmte Oleic^ung l^ißt algcbraifc^, menn fie in Se^ 
jufl auf jebe Unbefannte alflebtaifd^ ift; tran^fcenbent, tocnn fic in 
Sejug auf eine Unbefannte tran^fcenbent ift. 3ebe atgebratfc^e unbe^ 
ftimmte ©leid^uufl fann ate bie gorberung bargcfteüt mcrben, ba§ eine 
beftimmte ganje gunction ber Unbefannten t^erfd^tüinben foU (§. 4, 6;-, 
ber ®tab berfetben * »irb nac^ ber l^oc^ften änjal^l üon unbefannten 
gactoren beftimmt, bie in einem ® liebe ber ®(eid^ung üorfommcn 
(§• 4, 4 unb §. 2, 8). S)ie unbeftimmten ©leid^ungen Dom erften, ^totU 
ten, britten, bierten ®rabe l^eifeen linear, quabratifd^, cubifd^, 
biquabratifd^. 

a» 5)urd^ ein ©Aftern (5Jerein) bon mei^reren unbeftimmten ®Iei^ 
d^ungen tperben im SlÜgemeinen ebenfobieC in il^nen entl^altene Unbe- 
fannte beftimmt. 

SBetDei«. SBenn 2 Oteid^ungen mit jn)ei Unbefannten x, y gege^ 
ben ftnb, fo ift y infolge ber erften Oleid^ung eine beftimmte Function 
üon X, infolge ber jtoeiten ©leid^ung eine anbere beftimmte Function 
bon X (l). ÜDer SSerein oon beiben ®Ieid^ungen forbert, baß bie erfte 
gunction bon x ber anbern gfeid^ ift 2)urd^ bie (Steid^ung (®Ieid6^ 
fefeung) beiber Functionen bon x loirb bie Unbeftimmt^eit bon x aufge- 
l^oben, ttjcnn nid^t biefe ©leid^ung eine 3bentität ift; alfo ift aud^ bie 
Unbefannte y beftimmt. 

ffienn 3 ®(eid^ungen mit 3 Unbefannten x, y, z gegeben finb, fo 
ift z jufotge ieber ®(eici^ung eine beftimmte gunction bon x unb y. 
$Der SSerein ber gegebenen (Sleid^ungen forbert, baß eine biefer gunc* 
tionen ben anberen gteid^ ift. 3)urd^ 2 ©leid^ungen biefer 3 Functionen 
üon X unb y ujerbeti aber im äßgemeinen bie jtoei Unbefannten x, y 
beftimmt, atfo ift aud^ bie Unbefannte z beftimmt. 

©efefet, fc Unbefannte ttjerben burd^ ein Softem bon fc ©leid^ungen 
beftimmt, fo fd&Iießt man Qiyx% benfefben ©rünben, bag (fc + 1) Unbe* 
fannte burd^ ein Softem bon (A: + l) ©teid^nngen beftimmt loerben. 
©emnac^ toerben 4 Unbefannte burd^ 4 ©leid^ungen, 5 Unbefannte burd^ 
5 ©Jeid^ungen, u. f. f. beftimmt. 

8. äBenn einem ©^ftem bon Oteid^ungen für bie Unbefannten 
X, y, .. unb jtoar alten feinen ©leid^ungen bieSBertl^e x = ci,y = ß,., 
genügen, fo l^eißt ba« ©^ftem ber SBertl^e a, ß, . . eine Sluflöfung 
(solutio) be^ gegebeneu ®\:^\km^. ÜDabei fann e« fid^ ereignen, baß 
iebe Sluflßfung bon mel^reren ©leidjfungen be« ®^ftemö Jitgteid^ ben 
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übrigen ©leid^ungen bcö ©^ftent« genügt; in biefem gaüe finb bie 
k^Uxn ®(eid(^nngen beö ©Aftern« fiberflüffig, t)on. ben erftern nid^t nn* 
abl^ängtg. 

Sin ©Aftern bon ©leid^nngen, bic 'oon einanber nnabl^ängig finb, 
ift unmöglid^, tt)enn e^ weniger Unbefannte ent{)ält ate ®(eid^nngen; 
bcftimmt, toenn e« ebenfoüiel Unbelannte entl^äft al« (Steid^ungen (2); 
unbeftimmt (Ifad^, 2faci^, . .), »jenn cö 1, 2, . ; Unbefannte me^r 
enti^ätt ate ©teid^nngen. 

41. ?lu« jnjei ober wel^r (Steid^ungen eine6 gegebenen ©Aftern« 
fann man bnrd^ Slbbition ober ©nbtraction be^ ®(eid^en u. f. f. nenc 
©tetd^ungen ableiten, toetd^e t)on jenen ©tetd^nngen ntd^t nnabl^ängig finb. 
(Sine abgeleitete ©leid^nng t>txmaQ eine ber ©(eid^ungen, au« benen fie 
abgeleitet tourbe, unbebingt ju vertreten, loenn fie mit il^r benfelben 
®rab l^at. 

SBenn A, B, C gegebene Functionen ber Unbefannten finb unb 
k, fA, V toittffirlid^e 3JluItl|)ticatoren, bie aber loeber i)erfd^tt)inben nod^ 
unenblid^ toerben, fo folgen au« bcm ©^ftem ^ = o, i5 = 0, C = 
bie ©teid^ungen U + jüJ? == 0, XA + ^B ^ vC= o, n. f. \o, ®ie 
abgeleitete ©feid^ung A^ + fti? = fann eine ber ©(ei^ungen -4 = 0, 
^ = im ©Aftern vertreten ,• mit ber fie benfelben ©rab ^at. 2)aö 
Softem ^ = 0, A-4 + ^JB =r ift mxi bem ©^ftem ^ = o, -B = 
congrucnt (bie Sluflöfungen be« einen- finb t?on ben Sluflöfungen beö 
anbem nic^t toerfdjiieben), tt)enn l enblid^ unb f* nid^t ift; eine Sluflöfung 
beö ©^ftemd ^ = o, jn = loürbe bem ©^ftem il = o, -B = im 
Slltgemeinen nid^t genügen. 

3lu« bem ©^ftem x + y=^a, x~y=^h folgt burd(^ 5lbbi* 
tion 2a? = a + 5, burd^ ©nbtraction 2y = a — 5; ba« ©^ftem ber 
abgeleiteten ©leid^ungen ift mit bem gegebenen ©^ftem tjon gleid^er S3e^ 
beutung unb liefert bie Slnflöfung beffelben a: = |(a -}- 5), ^^ = |(a — 6). 

Slu« bem ©Aftern x : y =^ a, xy = h, folgt burd^ 3)?ultij)lication 
a?2 = ah, gum ßrfatj für bie jtt)eite ©leid^ung. Slu« bem ©^ftem 
x'^ — y'^ = a, X + y =^ h finbet man burd^ ÜDibifion bie ©leid^ung 
a; — y = a : 6, ttjeld^e nur jum JE^eil bie erfte ©leid^ung bertritt; 
eö genügen bem ©Aftern aud^ entgegengefefet gleid^e unenblid^e SBerti^e 
i)on X unb y. 

5. Unter ben ayx^ einem ©^ftem »on ©leid^ungen abjuleitenbeu 
©leid^ungen fommen befonber« fold^e in Setrad^t, in benen gett)iffe Un^* 
befannte nid^t mel^r üorlommen. Sluö jmei ©leid^ungen be« ©^ftem« 
eine Unbefannte eliminiren ^ei§t (nad^ ßuler) eine ©teid^un^ (kh 
leiten, toeld^e biefe Unbefannte nid^t enti^ält. 
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Soitt bübt ®Ietc^tttigen in Sejug auf bie ju elimintrenbe Unbe^ 
tonnte »om erften @rabe ftnb^ fo multi)>ßcitt man bie erfte ®Iei^ 
(^nng mit bem Soefftrienten ber Unbelannten in ber gioeiten ®(etc^ung, 
bie ii9eite @(ei(^nng mit bem negativen Coefficienten ber Unbelannten 
in ber erften (S^teic^nng, nnb finbet an^ ben mnlti)>licirten Gleichungen 
bnr(^ Sbbition bie gefuc|fte (SUidfvmg. f>aben bie ermahnten Soefftden^ 
ten einen gemeinfd^aftUc^n Sit>ifor, fo genügen atö aRnItit)n€ati>ren bie 
jQnotienten ber Soeffirienten burc^ ben gemeinfc^aftlid^en ^iDifor. Um 
üM ben @(ei(!^ttngen 

6a: + 53f — 7 = 
— 9ar + 2y + 3 = 
y ju eliminiren, multij>ncirt man bie erfte mit 2, bie gtoeite mit — 5, 
nnb finbet bnrd^ Äbbition 57a: — 29 = 0; um x ju eliminircn, mnU 
tipüdxt man bie erfte mit 3 , bie jwcite mit 2, unb finbet burc^ Sbbi* 
tion I9y — 15 =- 0. Um a: aM ben ®fe{c|[ungcn 

oa: + JB = 
ex + D = 

JU eliminiren, muftl}){ictrt man bie erfte mit c, bie jiDeite mit — a unb 
finbet burc^ abbition B^ — aD = 0, bie SSebingung, unter ber bie 
jtoeite ©leid^ung mit ber erften congrucnt ift. 

6» Um ein (Softem bon n ©Icid^ungcn aufjulöfcn, ift t» im aß* 
gemeinen crforberüdfi, ein ©Aftern ben n—l ©Icid^ungen abjuleitcn, 
»etd^e« eine ber Unbelannten nlc^t entl^aft, inbem man au« n — 1 »er* 
fd^lebenen paaren bon ©leic^ungen biefe Unbefannte eüminirt. au« bem 
Softem bon « — 1 ©(eid^ungen tuirb ebenfo ein ©Aftern bon n — 2 
©leid^ungen abgeleitet, toetd^e« jnjei Unbelannte nid^t ent^ätt, u. f. ro, 
Onbem man bon bem gegebenen ©Aftern unb bon ben abgeleiteten ©1>* 
ftemen je eine ©(eid^ung behält, fann man ein congruente« ref ott)iren* 
be« ©t^ftem auffleHen, beffen erfte ©leid^ung nur bie erfte Unbefanntc 
entl^alt, beffen jloeite Ofeid^ung auger ber erften nur bie jtoeite Unbe* 
lannte entl^äft, beffen britte ©(eid^ung auger ben beiben erften nur bie 
britte Unbelannte enthält, u. f. m. !Durd^ bie ©(eid^ungen be« refol* 
birenben Softem« tt)erben ber Steige nad^ aße Unbefanntc beftimmt unb 
aße auffUfungeu be« gegebenen ©Aftern« gefunben. 

©enn man bei ben gegebenen Djjeratlonen ju einer 3bcntitat ge^^ 
langt, fo enthält ba« ©Aftern eine ober mel^rere überflüffige ©leid^ungen. 
SBenn man aber ju einer ©teid^ung gelangt, in ber bie ßoefficienten 
ber Unbelannten nuß finb, fo genügen bem Softem nid^t cnblidiie, fon^ 
bem unenblld^e ©ert^e btefer Unbelannten. 3. 35. au« bem ©^ftem 

Ä* + y = öt, mx -\- 7ny = b 
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flnbet man Oa; + Oy = wia — h. Unter bcr SBcbingung ma — b = o 
ift btefc ©leid^ung ibcntifd^, unb btc jtoeitc .©Icid^ung be« ©Aftern« 
iiberpffig. SBenn ma — b nid^t nuü ift, fo fefee man a? = u m, 
2^ = 1? : ^. 2iuö bcm «Softem 

folgt = (ma — b)t, b."!). t =^ 0, u -{- V = 0. 3l(fo genügen bem 
gegebenen ©Aftern unenbllc^c SBertl^e »on x unb y, mlä)t entgegengefefet 
gleid^ finb. 

5Da« ©Aftern 

— X + 2t/ — 3z = IS 
2x + 3y -f 5z = 24 

^ + % + 2-? = 43 
ift bei enbtid^en x, y, z unmöglid^, tt)eil burd^ 2lbbition ber beiben er^ 
ften ©leid^ungen x -\- hy -]- 2z = AI gefunbcn loirb, im aBiberf})rud^ 
gegen bie britte ©teic^ung. SDiefem @^ftem genügen unenblic^e x, y, z, 
bie fid^ berl^aften ö)ie — 19 : l : 7. 
5Da« @^ftem 

* cy — bz = f 

— ex ^ -\- az ^= g 
bx — ay * = Ä 

ift für enblid^e x, y, z nur bann mögKd^, toenn a/ + &^ + cä == o. 
Unter biefer ©ebingung ift eine bcr ©leid^ungen oxi9> ben beiben anbern 
ableitbar, mitl^in ba6 ©Aftern unbeftimmt. 

7. Um ein linear ed ©Aftern b. ]^. ein ©^ftem linearer ®Iei* 
d^ungen aufjulöfen, loenn bie Slnsal^l ber ©teid^ungen unb Unbefannten 
eine gemeine B^^t ift, bilbet man burd^ glimination bon Unbelannten 
obgeleitete ©^fteme bon toeniger Unbefannten, bi^ man ju einer ®tei* 
d^ung mit einer Unbelannten gelangt. ÜDen gefunbenen SBertl^ biefer 
Unbelannten fubftituirt man in einer ©Icid^ung be« junäd^ft Doran* 
ftel^enben ©^ftem^, um eine anberc Unbefannte ju bered^nen ; bie ge^ 
funbenen S3Bert^e »erben jur ©erec^nung einer britten Unbelannten ge* 
brandet, u. f. f. 
©eif|)iet 1. 

5a: — 3y + 2-? = 4 + 
x^- ^ - z = 3\ 2 + 
2x -~ 3y -\-_z ==r \ + 

= lOi I - 
- 3fi 5 



Ix + 5y 
3a? + y 

8a? 



= 8, a? = 
= f 
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^an flnbet 2 abflcteitetc ©feid^ungen für x itnb ^^ inbcm man ^r au§ 
bell beibcn erften unb ouö beii beiben legten ®(eid;ungen beg ©^ftern^ 
eliminirt S)aju genügt e^, bie jmeite ©teic^ung mit 2 mu(tif)licirt jur 
erften gu obbiren, unb bie britte ®teid;uug jur jtoeiten ju abbiren. 
3lu3 bcm abgeleiteten ©Aftern finbet man eine neue abgeleitete ©teid^ung 
für X, inbem man t/ au^ ben beiben ®(cid^ungen biefeö ®i;ftem« elt^ 
minirt. 9kd^bem man x gefunben ^at, finbet man y = 3| — dx, 
unb enbtidj^ -2; = | — 2a; -f 3y. 



©etf^iet2. 




5m — 4x . . — 4 


— 


• 3m -H 4x + 5y . = 27 




2x 4- 3y + 4z == 14 


+ 


3y - 4z = 7 


+ 


32x +25y . =123 


— 


2a; + 6y . = 2t 


16 



2x 



5w 



l]t/ . =213, ^ = 3 

. = 3, ^-^l 

4z = 2, ^ = I 

. = 10, M = 2. 

Sri befonbcren gSKctt fann man ba§ ^en ebene ®^j!ent bereinfad^en, inbem man 
öetoiffe gunctionen bcr Unbefannten j. ^. bie @nnime, bie ^Reci^jrofen bcr Unbefannten 
u. bgl. al« neue Unbefannte ctnfüf^t (fubftituirt). 9h (^ Sered^nuug ber ncnen Unbe^ 
fannten au8 bem toereinfadf^ten @^pem finbet man ans bem ©Aftern bei* genialsten 
©nbpitutionen bie Unbefannten beö gegebenen ^^ftemS. 

8, gin aUgemeineö ©Aftern t>on n (inearen ©(eid^un^ 
gen mit n Unbefannten cntl^ält n^ goefftcieuten ber Unbefannten 
unb n gegebene ©lieber. SBenn i, k^oi^kw aus ber 9fJei^e 1, 2, . ., n 
bebeuten , ttjenn man bie Unbefannten burd^ x^, ^2 f • • ^ ^n , tüenn 
man in ber «ten ©leid^ung ben goefficienten i)on x^, burd^ a-^y, unb ba^ 
gegebene ©lieb burd^ h bejeid^net, n>enn atfo bas ©Aftern 






22 *2 



+ ■ • + «1, 
+ 



4- öf»^ 3? 

' 2ii n 






gegeben ift, fo bilbc man bie Determinanten nten unb (n— i)ten ©ra* 
be« ber ßoefficienten (3lHg. Slrit^m. §. 26) 



R = 



SBenn nun R Don berfd^ieben ift; fo mu(tij)(icirt man bie gegebenei 



«n '»12 • 


• «IH 


unb 


«11 . 


• "m 


«nl «n2 • 


• «,n 




«nl • 


• "nn 
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©tcid^utigcn ber Stetige nad^ mit ben ©ubbetermlnanten, toeld^e ben SIc^ 
menten ber fctcn ßotonne abiungirt finb, unb finbet burd^ Slbbition*) 

33enn in ber ©nmmc l^at x^, ^en Soefficicnten 

»efe^er Ä ober ift, ie naci^bem i unb fc gfeid^ finb ober nngteid^. 

9. I. ©em l^omoflenen linearen ©Aftern, meiern ein nic^t l^omo^ 
gene« lineare^ ©Aftern untergeorbnet ift (§. 2, 10), 



«nl^l + — + «nn^n === ^ 

toirb im äOgemeinen nur burd^ bie SBertl^e ^Tj = 0, . . , a?^ = ge* 
itügt. ©enn bie ^Determinante Ex^ 



a„ar, 



ii^i ^12 



*ln 



«11^1 + .• + «'m^n «12 
«nl^l + • • + «nn^n ^n2 



«in 



t)erfd^ioinbet, toeil atte (Slemente ber erften ßolonne nuß finb. SBenn 
nun E oon oerfd^ieben ift, fo ift x^ = 0, u. f. to. 

IL SBenn Ä nuö ift unb unter ben ©ubbeterminanten (n— l)ten 
(Srabe« eine nid^t nuö ift, fo genügen bem gegebenen ©Aftern bie äBert^e 



a?. 



Kl ^2 = K2 -^11 = K11 



bei unbeftimmtem l, unb ba« gegebene Softem ift l^aä) unbeftlmmt. 
®enn 

1 

y(«il^l + • • + «in^n) = «il«kl + • • + «in^kn 

ift nult aud^ bei i = k m^ ber SSorau^fefeung. 

III. aBenn bie ©ubbeterminanten («— l)ten(Srabe« nuü finb unb 
unter ben ©ubbeterminanten (n— 2)ten ®rabe« eine nid^t null ift, j. ©. 
-^ + «33 ♦ • «nn; toenn bie ^Determinante (n— l)ten Orabet 



*) 3)icfe Sluflöfung ifl i)on Scibntä unb jum jtocitenmale Don Sramer (1750) 
etfunbcn toorben. S5erg(. t>ic @(^rtft be« SScrf. über 2)ctcrmtnonten §. 8. 
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Sl^l + S2^2 «33 • • «311 
«Bl^l + «112^2 «n3 • • «nn 

nad^ ben Stementen bcr erften ^tiU entmidett burd^ 

(«il^l + «12^2) h + «i3^3 + • • + «in^ 

ou«gebrü(ft tpirb, \o genügen bcm gegebenen ©Aftern bte Sßevt^e 

bei nnbeftintmtenxj, jjj, unb ba« gegebene ©Aftern ift 2fad^ unbeftimmt. 
S)enn 

&2(«n^l + • • + «iu^u) = («il^l + «12^2) ^2 + «i3*3 + ' • + ^in^ 

ift bie gnttüidefung einer SJeterminante (n— l)ten ®rabeö, bie nuü ift 
ni(^t nur bei « = 3, 4, . . , /t, fonberu nac^ ber SSorauöfefeung anä) 
bei f = 1, 2. U. f. to. 

§. 6- "Bit quabratifi^en ©lei^uugen. 

(J^efd §§. 69-76.) 

1. Sine quabrattfd^e ©teic^ung mit einer Unbelannten (§. 4, 4) 
i^at im allgemeinen 3 ©lieber, tpetc^e bie Unbelannte in jmeiter ^0* 
tenj, in erfter ^okni unb gar nic^t entl^atten. ÜDal^er ift bie allgemeine 
gorniet einer quabratifc^en ©teid^ung für bie Unbefannte x 

ajp2 -|- fex + c = 
toenn bie ßoefficienten a, b, c beliebige üon x unabhängige 3^^^^" ^^* 
beuten. 

3n bem befonbern rS^^üt c = t)erf4»tDinbet ax- + ^^ ober 
x{ax + h) fonjol^t, toenn ber eine gactor x üerfc^toinbet, atö auc^ n?enn 
ber anbere gactor ax ■+• h öerfd^njinbet, b, ^. tcenn x ^ unb tpenn 
ac == — & : a. 3(ifo l^at bie ©leid^ung «.t^ -|- &a? = bie beiben 
terfd^iebenen S33urjeln unb — b : a. 

3n bem befonbern gaüe 6 = ift bie quabratifd^e ©(eid^ung 
rein (§. 4, 4). S)urd^ Umfteüung, ©ibifton unb JRabicirnng er* 
pit man 

ÜDie Ouabratmurjet tann fotoo^t >)ofitti> afö aud^ negatio genommen 
tDerben (Slüg. 3lrit^m, §. 16, 5). 2((fo l^at bie reine quabratif^e ®fei- 
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§. 6. 2)ie quabrattfd^cn (Slcici^ungen. 241 

äfvinQ aa?2 + c = jtpei cntflcgcngcfcfet fllcidj^c (reale ober imaginäre) ' 
fflurjeln. 

2. !l)ie gormet ax'^ + 5a? + c, eine quabratifd^e gnnction toxi 
X (§. 2, 7), lann unter äntpcnbung eine« geeigneten SKulti^jücator burd^ 
2 ©lieber bargefteHt merben, beren erfte« ein i)on x ab^ngiged t)oft*» 
tit)e« Quabrat, beren jnjeite« t)on x unabhängig ift*). 3. SB. 

3a:2 + 4aj _ 7 jpf^t) ji^^]^ 3)?utti))Iication mit 3 burd^ (3a: + 2)2 
— 25 au^gcbvüdt, inbem vxwx 2^ abbirt unb futtral^irt. 

— 3a:2 + 5a? — 7 )^\^^ ^^^ SKutti|)tication mit — 3 . 4 burd^ 
(6a? + 5)2 + 59 auögebrüdtt, inbem man 5^ abbirt unb fubtra^irt. 

ax^ '\- hx + c ti)irb nad^ aJiuIti|)ttcation mit 4a audgebrüdt 
burd^ (2öa: + 6)2 — ft2 ^ ^aCf inbem man 62 abbirt unb fubtra^irt. 

I)al^er ift bie allgemeine quabratifd^e ©teid^ung aa;2 + 6a? + c = 
congruent mit (2aa? + 6)2 — 62 + 4ac = ober 

(2aa? + 6)2 = 62 _ 4ac, 2aa? + 6 = y"62 — 4ac 

_ — 6 + y62 — 4 ac _ — 2c 

"^ ~ 2a "" ft + V"62~::r4^r 

3)er jtt)eite ?lu«brudE, toelc^er bei Keinen « gebrandet loirb, entftel^t au« 
bem erften, n)cnn man ben 3^^'^^ ""^ ^c« 9?enner beffelben mit 
6 + y62 — 4ac muttipltcirt, in ©etrad^t baß 

(_ 6 + 1/62 — 4ac)(6 + ^62 — 4ac) = — 62 + (62 — 4ac) 

= — 4ac. 
3)ie Ouabratiourjel ift jmeibeutig, unb jioar real ober imaginär, 
je nad^bem ber JRabicanbu« <)ofitit) ober negatit) ift (äßg. Sritl^m. 
(§. 16, 6). Sllfo l^at bie quabratifd^e ©leid^ung aa?2 + 6a? + c - 
gtoci SBurjetn, loeld^e bei, reaten a, 6, c 

real berfd^ieben finb, toenn 62 — 4ac jjofitiü, 
reat gteid^ ^ ^ ^ « nuü, 

comj)tejc coniugirt ^ ^ -^ * negatit). 

Slßenn a nuß ift, fo l)at eine aBurjcl ben SBert^ — c : 6, bie anbrc 
ift unenblid^ grog (§. 4, 4). 

Die gormel 62 — 4ac, beren SSergleid^ung mit l^ierbci entfd^ei^ 
benb ift, l^eißt bei ben Steuern bie 3)i«criminantc ber bctrad^teten 
quabratifd^en ©leid^ung. ®enn a unb c entgegengefefet finb, fo ift 4ac 
negatit), — 4ac |)ofitit), alfo aud^ 62 — 4ac pofitit), folgtid^ ^ai bie 
©teid^ung reale t)erfd^iebene SBurjetn. 

*) 2)tcfer tt)c[cntlt(!^|le @d^ritt jur 5luf(5futtg ber quabratifd^en Gleichungen iji in 
öucUb'« Elem. II, 6 angejeigt. 
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Scmerfcn^toert]^ ift bic ©umme unb bae *?ßrobuct ber SBurjetn 
ber quabratifd^en ©teic^ung ax^ + bx -\- c = i) 

2a ■ ' "»" 2a ~ a 

— ft + "^P"^ 4ac — b — Yb'^ — 4ac _ _c^ 
2a 2a a 

Tlan iam atfo bic ©ummc, ba« ^robuct unb bic ^tiäftn ber SBur^ 
jetn einer quabratifc^cn ®(cic^ung ol^ne äuflBfung ber ®(ei^ung an* 
geben. 

»♦ 3)ie SBurjeln einer quabratifc^cn ©teid^ung fönncn aud^ gonio^ 
metrif^ au^gebrüdt »erben, ffienn a, b, c jjofitibe ^a^m bebeuten, 
fo f}at bte (Steid^nng 

— 6 + Yb^ + Aac 
aar2 + 6a? — c = bie realen SBurjetn ~ ^^^ 

5 -f- 1/ J2 ^aC 

ax"^ + bx -^ c = bie realen SBurjeln — -^ 

6 -f- f Y^ac &2 

ober bie comjjtejen SßJurjetn = — ^ -^ 

gür alle gälte bered^ne man "^c : a = r, fo bag ac = aV^. 

3n bem erften gatte fefee man b = 2 ar cot«. $Daburd^ finbet 
man bie SHSurjetn 

r( — cot CO + V cot 2(0 + 1) = r : = — 

b. i rtang^M unb — r cot^o, ipS^renb tango = 2ar : b. 

2av 
3n bem jtpeiten gatte fefee man b = — — . ÜDaburd^ finbet man 

bie ffiurjeln 






— 1 + COSCö 

r 



sinco 
b. i. — r taug ^00 unb — r cot^co, tpäl^renb sinco — 2ar : b. 

3n bem britten gaüe fefee man b == 2ar cos», ©aburd^ finbet 
man bie ©urjeln 

r( — cosQ) + ismcoi), toöl^renb cosw = 5 : 2ar. 

35ie SBurjetn ber ©(eid^ung ax'^ — bx ± c = finb ben S3Bnr^ 

jelu ber ©Jeid^ung ax'^ -^ bx ± c = entgegengefe^t gteid^. 

iSinfai^ec fann man naä) @an^ bie Sogaritbmen ber realen ^ur^eln einer 
quabratif(]^en ©(eid^ung au« ben Sogarit^raen ber (ioefflcienten ber ©lei^ung biir(^ 
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§. 6. 2)ic quabratifd^cTt ©leid^ungcn. ' 243 

loßaritl^mtWc ^ülf«tal6cacn l6ered^nen (SScga*« Sammlung matl^ematifiä^et Safeln t)on 

*♦ 35ie quabratifd^c Function ax^ + 5a? -f- c ift 2mat nutt bei 
bctt SBcrtl^cn a, ß tjon x, VDtl(Sft btc SBurjetn bcr ©Ictc^ung aa;^ + hx ^| 

+ c ^ finb, unb totrb bei beltcbigcn a? butd^ ba« ^robuct a(ir — «) 
((c — ß) auögebrüdt, fo baß « + j3 ^- — 5 : a, aj8 = c : a, 

©eipet«. Sfladf ber aSotau^fe^ung ift aa^ + ^a + c -- 0, folgtid^ 

ax^ -\- bx -{- c = ax^ -{' Ix -{- c — {aa^ •■{' bot -\- c) 
= a(x'^ ■— «2) + 6(a? — a) = (a? — a) (aa? + aa -j-' ^) 

b. 1^. tl^etlbar \>nxäf x — a. gbenfo etfennt man, baß aa?* + 6ar + c 
burd^ X — ß t^eilbar ift. Sejeid^net man burd^ q ben Quotienten 
ax^ -+- bx -{- c : (x — a)(x — ß), 

fo forbert bie 3fbcntitat (§. 4, 1) 

ax^ '{' bx -{- c = q(x — a)(x — ß) = qx^ — (et ~\- ß) qx -{■■ aßq 
bat q = a, (a -^ ß)q f= — b, aßq = c. 

SBenn bie quabratifd^e |$unction bei mel^r atö 2 SBertl^en bon x 
nutt ift, fo ift fie ibentifd^ null b. 1^. bei aßen SBert^en bon x, unb 
a, b, c finb null. Denn unter ber SSorauöfe^ung, baß x tjon a, ß tjer^» 
fd^ieben ift, ift bad ^robuct a(x — a)(x — ß) nur bann nutt, wenn 
a = 0. ©benfo fc^ließt man toeiter, baß bx + c bei mel^r ate einem 
SSBertl^ t)on x nur bann nutt ift, toenn 6 = unb c = o. 

SBenn a real ift unb nid^t jtoifd^en « unb ß liegt, fo ^at 
a(x — a)(x — ß) mit a einerlei ^d(ittn, U. f. to. 

5» !Die quabrotifd^e gunction aa;^ + bx + c ffat 

bei X — -^ ben extremen SBerti^ — j 

ber bei :t)ofiti)>em a ein 9J2inimum, bei negatibem a ein äßajcimum 
ift (§. 2, 4). liDenn in ben Su^brüdfen ber Function (2) 

(2aa? H- b)^ — b^ + 4 ac ^ fe2 _ 4^^ _ ^2ax + 6)^ 
4a — 4a 

ift ba^ Quabrat C2aa? + b)\ metc^eö bei realen x nic^t negativ ift, 
nutt bei' a? = — Ä : 2a. 3)abei erreid^t ber erfte Slu^brudf mit })ofi:= 
tit>em a feinen fteinften, ber jtoeite mit negatitjem a feinen größten 
SBertl^. 

3lnmerfung. 2lu^ bcnfelben ®runben erreid^t bie gebrod^eue 
Function 



- + ^-■(^--^3' + '^" 



16* 
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244 ^iQtUa. 

bei ijofitiöcm x xf)x aKinimum 2Va, menn -/"a; — 1/— = o b. l^. 
X = Yci. SSergl. §, i, 10. 

Um ju finben, bei mläftn SBertl^en x ber SSariablen bie gebrod^enc 
gunction 

X — 4 
^ "" a;2 _ 3a; „73 

ein 3Kafimum ober ein ajitnimum erreicht, unkrfud^e man, bei toetd^en 
SBertljen y bie ©teid^ung für a? 

y^^ — (3j/ + 1)^ — 3y + 4 
reale äöurjetn f)at ^nx SRealität biefer SBuräetn genügt e§, ba^ 
(33/ + 1)2-^4^(4— 33/) = 21y2 — l0^ + l = 21(^-i)(y — 4) 

nid^t negatib ift (2, 4). 2l(fo bleibt x real, toäi^renb y t)on qo bi« i 
fällt unb bon — oo bi^ J fteigt. 8ln ben ©renjen y =-^ ^ unb } ^at 

X ben SBertl^ ^ ^ b. i. 3 unb 5. gotglid^ erreid^t bie gebrod&ene 

Function bei a? = 3 ein SDtinimnm ^ = ^ unb bei a? = 5 ein SKaft* 

mum 3/ = 4- 

6, eine quabratifd^e gorm bon n aSariablen (§. 2, 10) Ifai im 
Sltlgemeinen in(n + l) ©lieber, tpetd^e bie Quabrate ber SSartablen 
unb bie $robuctc bon je jtoei SSariablen entl^alten; immer ift fie burd^ 
nic^t mel^r al« n tjariable Quabrate mit getoiffen |)ofittben ober nega* 
tioen ßoefficienten barfteltbar (2). 

SBenn unter ben ©liebem ber gegebenen gorm u ein Quat>rat 
borfommt, j. 93. m =^ ax^ + 2px + v, toobei p eine i^omogene lineare 
Function ber übrigen SSariablen unb v eine quabratifd^e gorm ber 
übrigen SSariablen ift, fo l^at man 

au == {ax + pY — 0^^ — öt^) 
b, ^. u ift burd^ ein Ouabrat nebft einer quabratifd^en gorm t>on » — 1 
S3ariab(en barfteübar. SBenn unter ben ©liebern ber gegebenen gorm 
u fein Ouabrat borfommt j. 39. 

u = Ihxy — ^px -|- iqy ~\- v 
mobei Pf q l^omogenc lineare Functionen ber übrigen SSariablen finb 
unb V eine quabratifd^e gorm ber übrigen SSariablen, fo l^at man 

2bu = Aibx + q)(bi/ + p) — {4pq — 2hv) 
= (bx -{- q --{-■ bt/ -^ p)'^ — {bx ~i- q • — by — ^0^ ~" (4P9' ~* 2^1?) 

b. i}, u ift burd^ 2 Quabrate nebft einer quabratifd^en gorm oon n — 2 
SSariablen barftellbar. 9tnn ift eine binäre quabratif^e gorm burd^ 
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nt^t mcl^r ate 2 Ouabrate barftcBbot, folgtid^ eine ternäre burd^ ntc^t 
tnel)r ate 3, u. f. tp. 

7* !Die binäre quabratifd^e gorm w = aa;^ -j- 26a;y + ci/'^ ift 
burd(l 1 Qnabrat barfteübar, tpenn i^re Determinante b^ — ac »er* 
fd^minbet. ÜDenn man l^at 

au = (ax -f" bi/)^ — (b^ — cic)t/^ 

Die ternäre quabratifd^e gorm 

u = ax*^ + 6^2 _j« cz^ _j_ 2^2: + 2^a:-2? + 2Äxy 

ift burd^ toeniger ate 3 Qnabrate barftettbar, menn il&rc Determinante 

— abc + a/2 + 6^2 _|. cÄ^ — 2fgh 
berfd^winbet. 9Benn in«befonbere a, b, c,fgh mü flnb, alfo j. 35. 
Ä = 0, fo ift 

2m = Az(gx + /3^) = (^^^a? + fy + z)^ — {gx + fy — z)^ 
b. 1^. u burd^ 2 Quabrate barfteöbar. SBenn aber nnter ben Soef* 
ficienten a, b, c j. ©. a nic^t nuü ift, [o l^at man 

au = (ax -f- Äy + gz)^ + py» + 2qyz + r^;* 

töobei p = ab — h^f q =^ af — ghf r ^=^ ac — g^. 3n ben befon* 
bern gäüen p = 0, g = 0, ober g^ = 0, r = ift m burd^ 2 
Qnabrate barfteübar; in bem gatte p = 0, 5 = 0, r=iOiftw 
burd^ 1 Qnabrat barfteübar. S35enn aber nnter ben ©rößen p, r j. S. 
P nid^t nnü ift unb q^ — pr = ift, fo bleibt 

optt = p{ax + hy + gzY + (Py + S'^)^ 
b. 1^. u ift burd^ 2 Quabrate barfteübar, toenn 

g« — jpr = a(— a^c + ap + bg^ + cÄ« — %fgh) 
öeffc^minbet. Da« ©inominm i?w2 4- n^ fann bann bnrd^ ba« ^robuct 
ber linearen gactoren (n + m V— ;p) (w.— m "V^^^ erfe^t »erben. 

8. ®n ©Jjftem bon 2 (Steid^ungen mit 2 Unbefannten, 
bon bem bie eine ©teid^ung qnabratifd^, bie anbere linear ift, l^at 
2 Slnflöfungen (§. 5, 3), bie an« ben SSJurjetn einer quabratifd^en 
^ülfdgleid^ung bered^net toerben. 3m Sittgemeinen l^at man anö ber 
linearen ©leid^ung eine Unbelannte burd^ bie anbere an^jnbrudEcn unb 
ben gefnnbenen SBertl^ in ber qnabratifd^en ©leid^ung ju fubftituiren. 
Durd^ Sluflöfung ber abgeleiteten quabratifd^en ©teid^ung finbet man 
2 SBertl^e ber übrig gebliebenen Unbefannten, unb burd^ ©nbftitntion 
biefer SBertl^e in ber linearen ©leid^nng bie jugel^örigen SBert^e ber 
anbern Unbefannten; mitl^in erl^ält man 2 ©^fteme t?on SBertl^en ber 
Unbefannten, »eld^e bem gegebenen ®^ftem bon ©leid^ungen genügen» 
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bei t)ofitiDcm x iffx aKlnimum 2Va, njenn •/'ic — l/~==Ob.^. 
X = /a. aSergl. §. 1, 10. 

Um ju finbcn, bei »eichen SHJertl^en x ber SSariobkn bie gebrochene 
gunction 

a; — 4 
^ "" a;2 _ Zx -^ 

ein üKafimum ober ein ajitnimum erreicht, unterfud^e man, bei toeld^en 
SBert^en y bie ©(eid^ung für a: 

^00^ — (3y + 1)^ — 3y + 4 - 
reute SBurjetn ffat ^nx SRealität biefer SBurjeln genügt e^, bag 
(3y + l)2-4y(4— 3y) = 21y2-10y + l = 21(y-i)(y — -i) 

nid^t negatib ift (2, 4). 2l(fo bleibt x real, toäl^renb y bon oo bi^ i 
fättt unb bon — oo bi^ \ fteigt. 8ln ben ©renjen y =^ i unb f l^at 

o: ben SBertl^ ^ J" b. i. 3 unb 5. gotglid^ erreid^t bie gebrod&ene 

Function bei a? = 3 ein SDIinimnm y = ^ unb bei a? = 5 ein SKaji* 
mum 3^ = f 

6, eine quabratifd^e gorm bon n 35ariablen (§. 2, 10) f)at im 
Sittgemeinen in(w+i) ©lieber, »etd^e bie Quabrate ber S5ariablen 
unb bie 5|3robucte bon je jtoei SSariabten entl^alten; immer ift fie burd^ 
nic^t mel^r al« n variable Quabrate mit getoiffen j)ofitiben ober nega* 
tiben Soefficienten barftettbar (2). 

üBenn unter ben ©liebern ber gegebenen gorm u ein Quabrat 
borfommt, j. 93. m = ax'^ 4- 2px + v, loobei p eine homogene lineare 
Function ber übrigen SSariabten unb v eine quabratifd^e gorm ber 
übrigen SSariabten ift, fo l^at man 

au = (ax + P)^ — (P^ — ö«') 

b. 1^. u ift burd^ ein Ouabrat nebft einer quabratifd^en gorm bon n — 1 
aSariabten barftettbar. SBenn unter ben ©liebern ber gegebenen gorm 
u fein Ouabrat borfommt j. 39. 

u = 2bxy — 2px + 2qy -\- v 
toobei p, q l^omogenc lineare Functionen ber übrigen SSariablen fijtb 
unb V eine quabratifd^e gorm ber übrigen SSariablen, fo l^at man 

2bu = ^{bx + q)(bi/ + p) — {Apq — 2bv) 
a= (6a? + 9' + ^y + P)'^ — {bx -^ q ■ — bi/ — p)^ — (Apq — 2bv) 
b. 1^. u ift burd^ 2 Quabrate nebft einer quabratifd^en gorm bon n — 2 
SSariablen barftettbar. 3li\n ift eine binäre quabratifd^e Sorm burd^ 
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nitfft mel^r ate 2 Quabratc barftettbat, folgtid^ eine tcrnärc burd^ nid^t 
mt\)x ate 3, u. f. tt). 

7* !Dic binäre quabrattfd^c gorm w == aa;^ + 26jy + ^y^ ift 
burd(l 1 Quabrat barftcübar, tpcnn i^rc üDcterminantc b^ — ac tjcr* 
fd^minbet. !Denn man ^at 

au = (aic + bi/)^ — (6^ — ac)^^ 

Die ternäre quabratifd^e gorm 

M = aa?2 -|- fty2 _[_ cz^ _j_ 2^2; -|- 2^0:2? + 2kxt/ 

ift burd^ tpeniger ate 3 Quabtate barftettbar, menn il^re Determinante 
— abc + a/2 + 6^2 _|. cÄ^ — 2fgh 

berfd^toinbet. SBenn in«befonbere a, b, c,fgh mü finb, alfo j. 35. 
Ä = 0, fo ift 

2m = Az(gx + /3^) = (i^^a? + ft/ + z)^ — (^a? + fy — z)^ 

b. 1^. M burd^ 2 Quabrate barfteübar. SBenn aber nnter ben Soef* 
ficienten a, 5, c j. ©, a nid^t nnü ift; [0 l^at man 

au = {ax -{- hy -\- gzy + PV^ "f" ^9.y^ "f" ''^^ 
toobei p =^ ab — h^f q =- af -- gh, r := ac — g^. 3n ben befon* 
bern fällen p = 0, g = 0, ober g^ = 0, r = ift m burd^ 2 
Quabrate barfteübar; in bem gatte p = 0, g==0, r=.oiftw 
burd^ 1 Quabrat barfteübar. S35enn aber unter ben ©rögen p, r j. S. 
P nid^t nnü ift unb q^ — pr = ift, fp bleibt 

apu = ;?(aa? + Äy + gz)^ + (py + q^)^ 

b. ^]^. u ift burd^ 2 Quabrate barfteöbar, tpenn 

^8 — jpr = a(— a^c + af^ + ^i^^ + ch^ — 2/^ä) 
beffc^minbet. ÜDa« ©inomium pm^ + n^ fann bann bnrd^ ba« ^robuct 
ber linearen gactoren (n + m Y'—p)(n. — m V—~p erfe^t werben. 

8. (Sin ©Aftern bon 2 ©leid^ungen mit 2 Unbefannten, 
bon bem bie eine ©teid^ung qnabratifd^, bie anbere linear ift, l^at 
2 aiuflöfungen (§. 5, 3), bie au« ben SHSurjeln einer quabratifd^en 
^ülf^flleid^ung bered^net toerben. 3m SlBgemeinen l^at man an« ber 
linearen ©leid^ung eine Unbelannte burd^ bie anbere au^jubrödfcn unb 
ben gefunbenen SHJertl^ in ber quabratifd^en ©leid^ung ju fubftituiren. 
Durd^ Sluflöfung ber abgeleiteten quabratifd^en ©teid^ung finbet man 
2 SBertl^ ber übrig gebliebenen Unbefannten, unb burd^ ©ubftltution 
biefer SBertl^e in ber linearen ©leid^ung bie jugel^örigen SBertl^e ber 
anbern Unbelannten; mitl^in erl^ält man 2 ©^fteme t?on SBertl^en ber 
Unbefannten, toeld^e bem gegebenen ®^ftem bon ©leid^ungen genügen* 
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3n bcfonbercn gäüen fül^rcn befonbetc SOiet^oben leichter ju bemfelben 
Biete. 

SSetfplcI 1. a; + y = a, xy = b, 

Snbem man btc erfte ©(eid^unfl quabrirt unb bte 4f ad^e sn>ette f uBtral^trt, 
finbet man ftatt ber jtoetten 

(x — y)^ = «2 — 4h, X — y = "^a^ — 46 
©urd^ Slbbttion unb ©ubtractlon ber ©leic^ungen 

^ + y =^ « 
X — y == "Y^a^ — 46 
finbet man, toenn c bte j)ofitiöe Quabratourjel bebeutet, 
^Hia + c) I i(a~ c) 
y ii(« - c) I ^(a+ c) 
©Cifptcl 2. aa; + 6y = /, cx^ -\- dy^ = ^, 

f — dx d 

y = -~l / ca;2 + — (/ — axY = ö'. 

Snbem man biefc ©leid^ung orbnct unb auftöft, erptt man 

_ adj + h l{{a^d + ft^ cQj;^ -"crf/ ^ / — a;r 

Öejetd^net man bie j)ofitit)e Quabrattpurjet bmd^ R, fo finbet man 
bie 2luflöfungen 

adf + hR I arf/ — hR 
d^d + ft^c j a2(? + ft2c 

6c/ — aR I 6c/ + aR 
a^d + 62c I a2rf +^62c 

9* 3Bentt F unb G ganje Functionen wten unb nten (Srabe« toon 
^ nnb ij (§. 2, 8) unb nic^t beibc burd^ biefelbe ganje Function Don cc 
unb y iffülhax finb, fo werben bie Sluflöfungen be« ©Vft^^"^ i^ = 0, 
G = im äügemeinen tt)ie folgt gefunben. 3Äan orbnet F unb G 
naäf faBenben ^otenjen einer Unbelannten j. 33. x, unb bitbet mit 
§ülfe geeigneter SKuttipticatoren A, f* (§. 5, 4) abgeleitete ©teid^ungett 
^F + fiö == 0, bie für x niebetn ®rabed finb, bi« man enbtid^ eine 
®(eid^ung ^ = finbet, toetd^e x nid^t enthält unb bie anbere Unbe^ 
lannte y beftimmt. Sine ber abgeleiteten ©leid^ungen, bie für x niebrigften 
®rabe^ ift, bient bann jur ©eftimmung ber SSJertl^e Don x, metd^e ju 
ben einjetnen SBertl^en bon y gel^ören *) Unter ber ©ebingung H = 

*) dnitt Introd. II c. 19. Mein, de Berlin 1764 p. 96 unb S3ejout Mem. 
de Paris 1764 p. 298 SBcigl. be« SBcvf. ^Determinanten §.11 unb beffen ab{iaub= 
lung: Ucber bie 3luftöfungen eine« @i?fiem8 öon ©leid^ungen. ©reiben 1868. 
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f^altn bic ©tcid^ungen i^ = unb (7 = für a? mtnbcften« eine 
gcmclnfc^aftttd^c SBurjel; atfo finb unter bcr ©ebmgung -H = bie 
guncttonen F unb G bon x burd^ eine ganje gunction bon x tf)t\lbax, 
beren Soefficienten burd^ bie Soefficienten bon F unb O rational an^^ 
gebrüdt merben Mnnen. 

SBenn J. S. F = ax^ -+- bx -^ c, G = a'x^ -f- h*x + c\ 
unb bie ßoefjicienten a, a\ , . Don y abl^ängen, fo bitbe maw avi^ bem 
©Aftern i^ = 0, ö = ba^ Softem aö^ — a'f' = O, c'F — cG 
= b. i. 
{ab' — ab)x + ac — a'c = 0, {ac — -' a'c)j: + ^^' — 5'c = 

in ©etrad^t baß o: = O.bem gegebenen ©Jjftem nid^t genügt. Sluö bem 
abgcteiteten ©Aftern wirb toieberum bie ©teic^ung 

{ac — a'cy — {ab' — a'b){bc' — b'c) = 
abgeleitet jur ©ered^nung ber SBertl^e bon y. 5Die jugel^örigen SBert^e 
tjon X beftimmt bann bie ©feid^ung {ab' — ab)x -f- «c' — «'^ = 0, 
toetd^e für x nur erften ®rabe« ift. 

Da^ obige allgemeine ©Aftern F = 0, ö = l^at, toie unten 
§. 10 bemiefcn tt)irb, mn 5lupBfungen b. ^. e^ genügen bem Softem 
mn Sffiertl^e bon y mit ebenfobiel bajugel^iJrigen SBertl^en bon x, ^enn 
bie jule^t abgeleitete ©Icid^nng für y bei befotibern SBertl^en ber Soef^ 
ficienten auf einen niebern atö ben mnten ®rab ^erabfinlt, fo l^at fie 
eine entfpred^enbe äJJenge unenblid^er 3Burieln (§, 4, 4). 3Äan berl^ütet 
ben aSertuft ber lefetern, menn man ftatt ber gegebenen Functionen 
F{x, y) unb G{Xf y) bie homogenen gunctionen (§. % 10) 




■Kf i) "' ""(t' I) 



in S3etrad^t jiel^t; bei « = erl^ätt man bie unenblid^en, bei « = 1 
bie enblic^en 9luflöfungen be« ©VPem«*). 

SBenn P, Q, B, S gegebene gunctiiJuen ber Unbefannten finb, fo 
toirb b!m ©Aftern PQ = o, BS = burd^ bie ©^fteme 



P==: 

B = 



Pr^0|G = 01Q = 
S = \ B = o\ S = 



boüftänbig genügt, toeil ein ^robuct nur bann berfd^toinbet, toenn ein 
gactor ben SBert^ ^at ©enn B = P, fo »irb bem gegebenen 
©ijftem aud^ burd^ bie ©leid^ung P = genügt. 

S33enn P unb Q l^omogene gunctionen bon benfelben !Dimenfionen 



*) @tne aff^emetne Sl'^etlE^obe jur genauem Unter[($etbung ber unenbli^en ^ufs 
löfungen eine« ibtnären ©^jlcme« tjl in bcr erwäl^nten ?![b^anblung be« SSerf. ent- 



halten. 
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ftnb, fo bitbet man an^ bem ©Aftern P = a, q = ft bte ©teiti^ung 
6P — aö = iur SBcrcd^nung be« SScrl^äftniffeö ber Unbclannten. 

3n mottd^en gäUen »irb baö gegebene ©Aftern tereinfad^t, loenn 
man bie ©umme, bie !Differeni, ba« ^robuct ober anbete gunctionen 
ber Unbefannten atö neue Unbelannte fubftttutrt. 

95eifj)iet L 5Da8 ©Aftern 

a,2(y2 - 1) — 2xy(y^ _ 1) + t/4 _ 2jr2 +1 = 
a:2(y2 _ 3y + 2) — y* — Sy» + T.^^ + 15t/ — 18 = 
tft gleic^bebeutenb mit bem ©^ftem • 

(y — l)(y + l)(^ - y + i)(^ - y - 1) = 
(y — l)(y - 2)(a? + y + 3)(x - 2/ - 3) = 0, 
unb untergeorbnet bem l^omogenen ©Aftern 

(y — t)(y + t){x ^ y + t)(x ^ y ^ t) = Q 

(y - t)(y — ^t){x + y + dt)ix _ 2/ - 30 = 0, 

atfo auflösbar burd^ bie ©teld^ung y — ^ -- unb burc^ bie (S\)\Umt 



y + t = 
y — 2« = 



y + t = 
X + y + ^t = {} 



y -h t = 
— y — 3^ = 



u* f. ti>. 3Kan finbet auger y = l bie Sluflöfungen 



2fa^ 
2fad^ 



t 


X 


y 





X 







X 


X 


1 


— 2 


— 1 




2 


— 1 




1 


2 




3 


2 




— 1 


- 2 



3« ber erften Sluflöfung gel^iJrt ju einem uuenblid^ großen SBertl^ oon 
X ein enbtid^er SBertl^ bon y. 

Seif»)ie( 2. !Da« ©J?ftem 

a;3 _ y3 — 3y(^ — 2/) = 
3a?2 — 2rcy — i/2 = 

ift gtetd^bebeutenb mit bem ©Jjftem 

{x — y){x^ + ojy + j/2 _ 3^) ^ 
{x - y)(3a? + y) = 0, 

toetd^em juerft burd^ bie ©teid^ung a? — y = genügt toirb, batt 
aber auc^ burd^ ba« ©Aftern x^ + ^y + ^^ — 3^ = 0, 3x + ^ = < 
I)urd^ bie ©ubftitution y = — 3x finbet man Ix^ -[- 9a; = 0, oX\ 
für a? bie SBertl^e 0, — ^, unb für 2^ bie zugehörigen SBert^e 0, V- 
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35ic 5lufli5fung 0, ift aber bereiW in bcr Oleid^unft a? — ^ = o ent* 
l^alten. 

93ctfpic( 3. SCue bcm ©Aftern 

a?^ + y^ = a?y, X + y ^= xy 

fettet man bie ®fetd(iung {x + y)^ = 3iry; ober (x + y)^ — 3 (a; + y) 
= al, toetd^e bie crfte ©feld^ung bertritt. 3)a]^er l^at man bie ®^^ 
fteme 

a? + y = a; + y = 3 
a?y = a?s/ = 3 

2rr II 3 + eY3 I 3 — 1/3 
2y II 3 — tY3 I 3 + 1/3 

2)ic auftöfung 0, ift eine 2faci^e. 
©eift)iel 4. Sind bem Softem 

x^y — irt/3 -f- 3a:y + a? + y = 0, x'^ ~ y'^ -\- Z = 

erl^ätt man bnrd^ ©nbftitntion bon ~, ~r für x, y ba« allgemeinere 
l^omogene ©J^ftem 

®enn man bon ber erften ©feid^nng bie mit xy multipticirte jipeite 
©feid^nng fnbtral^lrt, fo finbet man anftatt ber erften ©leid^nng 

t^{x + y) = 
unb bal^er bie ©^fteme 

^3 = a: + y = 

-r2 _ y2 _ x^ — y^ -^ 3«2 == 

©ciben @^ftemen genügt nnr « = 0, b. 1^. ed genügen bem gegebenen 
@^ftem nnr nnenblid^e SBertl^e bon x nnb y, bie entmeber gfeid^ (3faci^) 
ober entgegengefefet gfeid^ (5fad^) finb. 

Scif<)iel 5. !Ca« ©Jjftem 

^ + — ^— = ~, 2a;3 + Qxy^ = |-(x2 - y2)3 



ic + y^ — y 4' 64 

ift bem l^omogenen ©^ftem 

8to = 3a?2 — 32/2, Wx{x^ + 3y^) = ^^ (ar« — y^Y 
untergeorbnct. !E)nrd^ ©ubftitntion t^^^w Zy^ = 3a:2 _ gte in ber 
jmeiten ©teid^nng finbet man t^x^{x — 30 == 0,. nnb bal&er bie 2luf* 
IBfnngen 
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SIgeBra. 

^1 y 


-.V 


ar ! + X 3facl^ 

1 4fac^ 
3 ± 1 

Sdä\pht 6. !Da« ©Aftern 

a; + y = a, a;5 _f. ^5 = fc 

tft bcm l^omogencn ©Aftern 

X -}- y = at, oj* + y^ = 



untcrgcorbncL @e^t man xy = v, fo ctl^ält man aW itocitc ®(etc^ung 
(«ag. 5ltit^w. §. 9, 5) 

(a^ — 6)^5 _ 5a3i3„ + Saer» = 

ÜJal^cr toirb bem gegebenen ©Aftern aud^ burci& t = 0, a; + y = 
genfigt, b. ff, burdb entgcgcngcfe^t gleiche unenblid^e SBcrtl^e ber Unbe* 
lannten- iRimmt man nun toiebcr t = 1, \o x\t jufolge bc« ©l^ftemd 

X -{- y = a, xy = V 

2a; = a + y"a« — 4v, 2y = « — ya« — Av 
nnb üermSgc bcr quabrattfci^en ^ü(f«gleicl^ung för v 



1 a^ + 46 , . 



^ejetci^net man ben pofittt)en %ßtttf) ber le^tern Quabrattouriet burc^ 
c, ferner bie pofititjen Quabrattourjetn bon — a* + 2c unb — a^ — 2c 
burc^ d nnb ci', fo crl^ätt man btc änflBfungcn 



2x a + rf 


a - d 


a + d' 


a — d' 


2y a — d 


a -\- d 


a — d' 


a + df' 


Scifptcl 7. !Da« ©ijftem 


oa: + 6y = 2{x^ — y«) 


a 6 _ ^2 ^ y2 


X -\- y X — y xy 


tft bem l^omogenen @^ftem 


atx + 


bty — 2a 


;2 -t- 2y8 


= 



— at{x — y)xy + ht{x + y)a:y 



+ y^ = 



untergeorbnct. 3ttbem man ju ber gmeitcn ©fetd^nng bie mit (x — y) 
mnltt<)ticirte erfte ®(eic^ung abbirt, finbet man ate jtoeite ©teici^ung 

(% — a:2 4- y2)(x2 + 2a:y — y*) = 
ober (bty — a:2 + y2)(a; -[- cy){x + c'y) = 0, »obet c = l + y^* 

c2 — 1 = 2c' nnb c' = 1 — y2 ift. «u« bem erften ©^Pem 

atx + bty — 2a:2 -f 2y2 = 0, bty — ^^ + y« = 
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folgt t(ax ^ by) = 0. 3tt « = QtffM y = ± x] i\x t = 1, 
ax — by = gcl^ört a; = 0, y = 0, Utlb 

ab ab 

ö* — a* 0^ — a^ 

äu« bcm anbcrn ©Jjftcm 

öw? + % — 2x2 + 2y2 = 0, a: + cy = 

folgt 4cy2 — (ft — ac)y = u. f. to. ÜJal^cr l^at man bic äuflö^ 
fangen be« gegebenen ©Aftern« 



3fad^ 



< 




X 


y 







X 


±* 


1 












\-^ 


al 
— a» 






ac 


— b 


h — ae 






4 


4c 




ae 


— 6 


b — ae 






4 


4c' 



®eifpiel 8. SBenn «^ unb u ternäre quabratifd^e gormen finb 
(6), M = aa;2 + . ., m' = a'a;« +- . ., fo giebt c« 3 2»uIttpßcatoren 
^\f ^t h *>«>n ber art, bag bte abgeleiteten gormenw + ^iu', m + Ijm', 
u 4 Igu' ^robucte linearer gactoren p^ 5, , /^jS-i/ Pz 5'3 toerben. ©enn 
bie Determinante ber gorm u + Xu ift eine cubifd^e gunction bon l, 
bie bei 3 beftimmten ffiertl^en oon l berfd^toinbet. 2)a« Softem u = 0, 
u' == toirb burd^ ba« ©Aftern /^jg^ =0, p^q-i = oertreten, 
beffen SluflBfungen jngleic^ ber ©teid^ung p^q^^ =0 genügen. 3Sergt. 
3acobi'ereüe'« 3. 14 p. 286. 



§. 7* 2)ie cubifd^cu unb biquabratifd^en 
®let(^ungen. 

(i^cid §§. 91»— 98. 69. 106.) 

l. aSBenn man bie ©lieber ber ©(cid^ung mten ®rabe^ 
ao;"* + hx"^'^ + cx^'^ -[- . . = 

ber JRcil^e nad(^ mit ber geometrifd^en ^rogreffion — , l, v . . . mutti^- 

j)(icirt, fo eri^ält man eine ©leid^ung beffetben Orabe«, beren SBurgeln 
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ju bcn SBurgeln bcr flcgebcncn ©tetd^ung baS 3Serpttni§ v ^ahtn. 
3)cnn bie ©ubftitution x = y : v giebt na^ 3)iu(H|>(icatton mit v^-^ 

Um in bcr trati^formirtcn ®(cld^ung ben ßoefficienten 1 bcr 
l^öd^ftcn ^otcnj bcr Unbcfannten ju crl^attcn, \t%t man u = a. Um^ 
bcn jmcitcn Socfficicntcn bcm crftcn gtcid^ p ermatten, fefee man 
V = a : 5, U. f. ti). 

a. SBcnn man in bcr ©Icic^ung y"" + ^»2^°^-^ + acy-^-^ + . . = o 
y = z — b : m fc^t, fo finbct man für ^ eine (Steid^ung beffetben 
®rabcd, tocld^c z"^'^ niä^t enthält !E)cnn bie @ub[titution y = z + k 
gicbt 



+ b \ ^ (m — l)bX 

I + ac 



^«1-2 _^ _ =^ 



eine ©Icid^ung wtcn ®rabc« für z, ipctd^c enttoeber ^^-^ ober 2?°^-^ . . 
nid^t entl^ätt, nad^bem man X burc^ eine bcr ©teid^ungen 

mA + 6 = 

gy + (m - D&A + ac = 

u. f. w. bcftimmt l^at 

2)ie numcrifd^c S;ran«formation bon ax^ + 5a?ni-i + . . itjirb am 
einfad^ftcn in ©tanbe gebrad^t, inb^m man juerft ben 2Bevt:^ )>on 
ax + b mit bcm SSScrt)^ bon x muUit)Iicirt unb c abbirt, inbem man 
ferner bcn SBert^ bon ax^ + bx -^ c mit x multi))(icirt unb d abbirt, 

U. f. U). 3. ©. 2lU« 3a?3 — 6ic2 + 5a; — 4 = 

— 6 erhält man burd^ bie ©ubftitution x = ^y 

1 2 bie ©tcid^ung 

y3 _ 6y2 + i5y _ 36 = 

n)cld^e burd^ bie ©ubftitution y = 2; + 2 
übcrgcl^t in 

1 3 -22 ^3 + 3^ - 22 = 

toä^renb a? = K^r + 2) ift. 
ainmerlung. yia^ttm man aa; + x, ober aa;^ + JUc + , 
ober ax'^ + Xx^ -\- iix + V gteid^ 1/ g^fefet l^at, finbct man e ^ 
©(eid^nng Twten ®rabc« für y, mcld&c burd^ SSerfügung über X, (i ; 



1 


— 4 


15 






2 


— 8 




1 


— 2 


7 


-36 




2 


— 4 


14 
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nur wi, m — 1, r» — 2 ©lieber behält, unb eine ©leid^ung, toeld^e 
X burc^ y einbeutig beftimmt*). 

8. 'ÜDie SluflBfung einer cubifd^en ©leid^ung fann auf bie 
Stuflöfung ber befonbern cubifd^en ©teidi^ung 

a?3 + 3aa; + 2& = 
jurüdg^fö^^t toerben (2). 2)urd^ bie ©ubftitution ar = < + ?/ erl^ält 
ntan bie ©leicJ^ung 

= ^3 + ^3 _^ 3(ew + a){t + w) + 2& = 
»eld^er, »eil t + u nid^t null ift, burd^ bie ©feid^ungen für t unb w 

«3 _^ u3 + 2ft = «w 4- a = 
genügt toerben fann. Slud bem ©Aftern <» _|_ ^^3 :=, _ 25, ^3^3 = — «3 
finbet man (§. 6, 8) 

^3 == _ j + y-ftäip^ 

«3 = _ 5 — yjÄ + a3 . 
SBenn bie ÜDi^criminante 6^ -(- «3 xi\^x negatib \\\, »enn 
bie realen 6abifti>urje(n bon — 6 + ^1^'+^ unb —h — yW^a^ 
burd^ i unb w, bie eigentlid^en Subilmurjeln bon 1 (äüg. Slritl^m. 
§. 18; 9) burd^ 

« = - i + i.i/3 «2 -. - ^ - ,\|/3 
bejcid^net werben, fo finb 

t + M 
a< + «2^4 = _ |(^ _j. ^) ^ ,• K^ _ ^)y3 

ofJJ^ 4- «w = — |(« -f- m) — i.\{t — m)/3 
SBttrjetn ber gegebenen cubifd^en (Sleic^ung **), bie erfte real, bie beiben 
anbern conjugirt comj)Iej. Üebcr bie ^Rationalität ber SBurjctn lann 
nur burd^ birecte SSerfud^e entfd^ieben Werben. 
!Die Sinomien 

t '\' au ui A^ u of^ + ixu 

t -j- a^u cL^t -\- u «-< + «^** 

genfigen ber gegebenen ©leid^ung nid^t, meif bie ^robucte il^rer ©lieber 
citu ober ^'^^^, ölfo nic^t — a betragen. 3n ber Xl^at mirb wie §. 6, 4 



♦) b. 2:f<i^trn5aufen*« aWet^obc. ©rief an ?ci6mg 1677 SSi'pvX 17. Acta 
Ernd. 1683 p. 204. ®. bc» SBcrf. ©etcim. §.11. 

*♦) 2)ic reale SBurjel ber cuH^en ©Uid^ung tfl toon @ci^)ioite bal gerro 
1505, balb barauf a\äi ton Sarta^Ha erfnnben, nnb t>on Sarbano 1545 (Ars 
magna c. XI.) nebft bem ©etoetd mttget^etlt &)orben, toeS^alb fte ben 9{amen „(Sar^ 
bamWe gormel'' fü^^rt. «ergl. Älügel moi^ SB. I p. 34. 
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betöicfcn, bag eine cu6tfd^e ©teic^ung nid^t mel^r afö 3 SBurjeln f)aUn 
tarn. 

SBeuti 62 -I- «3 nutt ift, fo ift w = /, unb bie ©(etd^ung l^at 3 
reate SBurjeln, bon bencn 2 cinanber gleite finb, 2^, — t, — t 3n 
bcr JEl^at ift x^ — 3^2^? — 2c3 = (o? — 2c) (a^ + c)^, 

ä. SBcnn 5^ 4- «3 ncgatib tft, fo i)at bie ©leid^ung 3 i?er* 
fd^iebcnc rcate SBuriefn, toetd^c in bcn o6tgcn gormetn aU ®ummen 
bcr SubiliDurjcIn bon coniugirt comptejcn ^ai^Un erfd^eincn. Um bie 
©teid^ung x^ — 3aa? + 2i = unter bcr SJorauöfefeung b'^ < «^ 
aufiutöfcn, fcfet man (SCttg. 2lrtt^m. §. 31, 11} 

— 6 -+• y"62 -__ a^ = — b + iYa^ — b~^ ^ ^(cosw + i sin©) 

b. 6. o2 = a^ coscö = = — ^ 

unb finbet ate ©ummen bcr Subifmurjctn 

2a cos -Jw . 2a^cos(-^Q) -\- ^n) 2a^cos(^£ö -f- f7r) 

bie ©urjctn bcr gegebenen (Steid^ung*). 

©aß bie cubifc^e ©(etc^ung in bicfcm gaüe (casus irreducibilis) 
rcate SOBurjetn ^at, erfennt man au« ben SBert^en ber cubifd^en gunctioti 
/{x) s= a;3 _ ^ax + 26, tpcl^c rcatcu x entfpted^en**). ©urd^ bie 

©ubftitution X = a^y toirb 

/W = <^^9(y), g(y) == y^ - 3^ + 2c, c = ~ < t 

«^ 
$Run ift ^^^(2) ^)ofitib, ^^^(1) ncgatib, ^(0) po\it\t>, g(— 1) po^m, 
g{— 2) ncgatib, unb über]&au^>t giy) bei cnbüd^en realen y conttnuirlit^, 
reat, cnblid^. Sllfo toirb gi^/) mü, toäi^rcnb x üon 2 bi« 1, öen IbiöO, 
bon — ' 1 bi« — 2 ge^t (§. 2,4), b. 1^. bte ©teid^ung ^(^) = ^at 
3 reale SBurjetn, bencn 3 reale SBurjeltt bev ©tei^ung f{x) = 
cntf})rcc^cn. 

5lnmcrfung. ©enn a ^)ofitib ift, fo l^at bie trinomifd^e ©tcid&ung 
ajm — rp — a = 

eine <)ofitii)e SBurjel jmifd^cn 1 unb 1 + a, tvetd^e unter ben realen 



*) 2)ie Xrifection bcS Sinfcl« w (bie ^txtä^mmq toon cos |w au« cos w) i 
ouf bie ^luftölung einer cubif((>en ®Ieid()mi3 toon ^ombeUi 1579 rebucirt mori 
3)a« umgcfc^ite ©erfahren fommt bei SBieta, ©irarb bor, imb in conpructi r 
S^arfleßung bei 3)e8carte8 Geom. III. SJergl. ÄMügel maii), S. I p. ^ . 
44. 53. 

**) @taint>iUe Corresp. s. TEc. polyt. 3 p. 58 unb Melanges d'an . 
p. 197. 
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§. 7. S)te cubifci^en unb biquobratifc^en ©Icid^ungcn. 255 

aSJurjdn ber ©leid^ung bic grö|tc tft, töeil 1™ — 1 — a negatii), 
(1 4- a)"» — 1 — 2a |3ofitit> ift. 2)iefcr SBurjct nähert man fid^ 
burd^ bie ©ered^nung i)on*) 



b, --- 



iU 

I / m~ m m 



aienn c« ift b^ > Y^, h> K h > hf - - «nb bic ©tögcit 
Ä,, ^2/ ^3/ • • 6i(ben.cinc fteigenbe JReil^c. ÜDabei f)at man 
h^"^ — Vi — « = 0, ftj^"^ - Ä^ — a < 0. 

8Hfo lann leine ber Otogen b^, b.2, b^, . . bie größte reale SBurjel 
ber ©leid^ung x"^ — x — a = o überfteigen. 

5. 2)ie SlnfüJfnng einer biqnabratifd^en ©leid^ung lann anf 
bie 9luflöfung ber befonbern biquabratifd^en (Sleid^ung 

x^ + 4aa;2 + Sbx + Ac = 

gurfidgefül^rt toerben (2). !Oie ffiurjeln biefer (Sleid^nng »erben burd^ 
bie SBurjeln einer beftimmten cubtfd^en ©leid^ung (SRefoIt^ente) an«* 
gebrüdt**). Unter ben SSoran^fefeungen 

t -}- u '{' V = a, tu -}- tv -{- UV = ß, iuv = Y 
ift (^ — 0(y — w)(y - v) = y3 _ «y2 _|. (5y _ y^ b. ^. bie 
©feid^ung y^ — ay^ -h ft^ — y = für bie Unbefannte y ffat bie 
aaSurjeln t, u, v (§. 4, 2). SBenn nnn 

X = yt 4" V^^ + v^^ 
fo flnbet man 

ic2 = a + 2yi^ + ^yiv + 2yMi^ 

^(^2 _ ^>^2 = ß ^ 2xYy 
x^ — 2aa:2 __ gar/y + «2 _ 4^ == 

Diefe 2beutige biqnabratifd(;e ©leid^nng für x ffai bemnad^ bie Sbeutige 
aaSurjet y< + -/w + -/v, n>enn <, u, i? bie SBurjetn ber SRefofbente 
b. i. ber cubifd^en ©leic^nng y^ — «y^ + /^^^ — y = bebenten. 



*) Bolyai Tentamen in elem. math. etc. Maros Vasarhely 1832 t. 1 
p. 413. 

**) 2)icfe (gvfinbunö ift ^on Suboöico gerrari ßcmac^t, t)on (Savbano 1545 
(Ars magna c. 39) unb ©ottibelli 1572 mitget^eilt toovbcn. SJergt. Älüjel 
matt). 93. I p. 38. 2)te )ur ^uflöfung ber biquabrottfdt^en ®Iet^ung erforberltd^e 
cubifc^e ©Ut^ung b^igt bie 9tefo(t)ente berfelben bei @uler, B^duite bei (SUiraut 
u. %. "Sllan lann au^ aus ber tooKfiänbigen biquabratifd^en ©lei^ung mit 5 ©lie«» 
bern bie,^i)erfiir}te cubif^e 9{efo(t)ente mit 3 ©liebem ableiten, ^ergl. ^ron^^olb 
Crctte 3/52 p. 95. ^icbter (gtem. b. ©com. n. Sltgebra p. 163. ©ei biefer ^t^ 
bnction ifl bie 2)etevmtnation Weniger etnfac!b. 
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256 «rgebra. 

Die aufiulöfcnbe Mquabratifd^c ©teid^ung ftimmt mit bcr anflM^ 
baren überein unter bcn ©ebingungcn 

4a -- — 2a 86 = — 8/y Ac = a^ — 4ß 
b. ]^. a = — 2a, ß = a^ — c, y ^ b^, dfo ift bie SRefofoente 
ber gegebenen ©leid^ung 

2/' + 2ay2 + («2 _ c)3^ _ i2 = 
Sin« ben SEÖurjeln t, u, v htt SRcfoIbente finbet man afö SBurjeln ber 
gegebenen ©teid^ung bie 4 SJöertl^c ber gormet Y^ + Y^ + Y^f 
xodä^t ber ©ebingung V<y"u-/"i7 == -/y = — 6 genügen. 

!j)iefe SWetl^obc ber äuflöfung, n?e(d^e auf ber gormation einer 
©teid^ung mit gegebenen S33urjein berul^t, ift ßcn (5uter. 1738 Comm. 
Petrop. 6 p. 218 erfunben n>orben. gcrrari ^atte 

a^(ax* -f" 4Äa;^ + cx^ -j- dx ~j~ e) 

burd^ bie ©iffercnj Don 2 Quabratcn 

bargeftetit. (Sbenfo^at !De«carte«(6eom, III) a^* + ax'^ -f 6x -f c 
in baö ^robuct (x^ + «a; + ß)(x^ — ax -\- y) üernjanbelt, u. f. tt>. 

6, 2)te 3tefotocnte l^at eine |3ofitibe reale SBurjel v, xoüi bie 
cubifc^e guuctiony^ + 2ay^ + (a^ — r)y — J^ {j^f ^ __ q negatio, 
bei ^inreid^enb großen pofitiben y |3ofitib ift (4), Sltfo ift Y^ ^^^^f 
x^x ^t\d)tn tpirb burd^ ba« 3^ici&^n be« ^robuctö Y^V^^ beftimmt. 

3)a« ^robuct ^« ber beiben anbern Söurjetn ber SRefoIbente ift 
^jofitii), mei( tuv = b^ pofttit) ift. ©enn nun t, u real unb beibe 
))c>fitib finb, fo l^at bie aufjuIiJfcnbe biquabratifd^e (Slcid^ung 4 reale 
aSurjetn. SBenn t, u beibe negatib finb, fo ^at bie ©leid^ung 2 5|}aare 
Don com^)(e{en SBurjeln. Denn unter ben SSorau^fcfeungen t = — g-, 
u = — h^^ ^at ■/■« + /u bie SBert^e 

ig -j- zÄ, — ig — ih, ig — ih, — ig + ih 

3n ben beiben erften gäUen ift ba6 ^robuct Y^Y^ negatib, in ben 
beiben testen gätten |3ofitit). 

äBenn aber t, u conjugirt complef finb, fo l^at bie biquabratifd^e 
@teid;ung ein *ißaar contptefe unb 2 reate SBurjeln. ©enn unter ben 
SSorauöfe^ungen 

t = 2p -{- 2iq, u = 2p — 2iq, r^ = p2 _[, ^2 

finbet man (3lüg. ärit^m. §. 16, 7) 

Yt == Y'^ + p + iY^ — P' Y^ = Y^ "h p "" *y^ — p 

unb bie aufammengei^örigen SBertl^e 



Yi + Y^^ 
Y^Y^^ 



2Y^+P I — 2yr+p I 2iYr — P I — 2iyr— i> 
2r I 2r __ 2r — 2r 
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§. 7. 2)tc cttbifd^cn unb biquabrati[d^cn ©teid^ungcn. 257 

SBenn in«bcfonbcre t = u, \o finb 2 SBcrtl^e bon V^ + y"w null, 
2 SBurjetn ber biquabratifd^en ©teid^uiig clnanbcr gteid^. Söenn < = m = v, 
fo finb 3 SBurjeln /« cinbcutig, bic 4te 3/^ fficnn cnblid^ 2 ober 3 
SSSurgeln ber 9tefoIbentc nutt finb^ fo ffat bie fciquabratifd^e ©leid^ung 
2 ^aare gleid^er SBurjcIn ober 4 glcid^c ©urjeln. 

2)te Unmi^gUd^feit. bie Sur^eln einer aUgemetnen ©Uid^ung . beren ®rab ben 
4ten überfleigt, \)ntä) Sur^eln retner ©leid^ungen ober burd^ SBurjein t)on ®Iet(!^ungen 
nieberer @rabe aud^ubrüden, mürbe t)on ®aug 1799 (Demonstr. nova 9) t)emiut|^et 
unb t)on SlBel 1825 ((£reUe 3. 1 p. 65) bctoiefen. »erat SBanfeel in ©erret 
Alg. sup. 516. @d!>«i6ner «eridS^te ber Mpi @ef. b. SB. 1863 p. 63. SDaß bic 
aUgemeine ®Iei(^ung 5ten ®rabe8 mit $iUfe trandfcenbenter Functionen aufgelöfl 
toerben fann, ^at ^ecmite gejeigt (Compt. rend. 1858* p. 508). SScrgt. Äroneder 
9Konat0berid^t ber berliner SCcab. 1861 Sunt 27. S3rt 6(3^1 Istituto Lorabardo 
1858 9iob. 25. 

7. Söenn unter ben Soefficienten ber ©letd^ung 2nten ®rabe« 
bie erften n + i toittfärtid^, bie fotgenben aber fo gegeben finb, ba§ 

«n+l == «n-l^/ «n+2 = «n-2«'/ ' ^ «n+k = \ k«N ' ' 

ift, fo gel)5ren bie ffiurjeln ber ©feid^ung ^jaarioeife iufammen. üDa« 
^robuct bon je jtoei gufammengel^örigen SBurjeln ift s, unb bie ©umme 
bcrfetben ift eine SBurjet einer beftimmten Slefolbente /iten ®rabe«. 
SBenn inöbefonbere « = i ift, fo l^ei^t bie gegebene ©Weisung reci^ 

3nbem man nämtid& burd^ a^ bibibirt, finbet man bie ©teld^ung 

an + an-i(a: + ^) + • • + «o (^'^ + £) = 

»eldbe bei ber SSertaufcbung bon x mit — unberänbert bleibt. SBenn 

X 

alfo « eine ©urjet biefer ©telc^ung ift, fo ift anäf — eine SBurjet 
bcrfelben. 



♦) 9laäf eurer Comm. Petrop. 1738 t. 6 p. 223. 5Dic ©ilbuug ber 3lefo(= 
tente fällt mit ber t)on 3ac. «ernouni (M4m. de Paris 1702. Opp. II n« 97) 
gegebenen @nttDi(fe(nng Don cosA;a; m(i) tßotensen Don coso: ^ufammen, unb tuar 
andf Don SWoiDre (Mise. anal. III, 4) gegeigt toorben. S)en ^^icrjn erforberlid)cn 
9Cu«brn(f Don x^ + y^ bur* x + y unb xy f)at ?agrange (Mem. de Berlin 
1768. Nouveüe methode etc. §. 1) a(9 6efonbern gatt emed aUgemeinevn 9(u9brud@ 
bargejlettt. 



»at^er. I. 4. «ufl. 17 
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©cfet man X + - = u, fotglid^ (»üg. aritl&m. §. 9, 5) 

^2 + -^ = m2 — 2£ 



a:^ -1 = i«3 — 3„j 



a:* + -i = w^ — 4»^^ 4- 2f* 
M. f. to., fo erholt man ble StcfotD^nte ntcn ©rabce für u 



«n + «n-l^ + «n-2(«*^ " 2«) + 



n-3 



(u^ 



3m£) + . . = 



lOurd^ auflSfung bcr quabratifd^cn ©leid^ung für x 

X* — ua: -|- £ ^ 

pnbct man ju jebcr SBurjct ber 8?efoü)cntc ein ^aar 3BnrjcIn ber 
gegebenen ©leid^ung. 

8^ ffienn unter ben (Soefficienten ber ©teid^ung (2« + l)ten 
®rabe« 

2B-I-1 I 2b , I , j^ 

bie erften n + 1 toifllürtid^, ble fotgenben aber fo gegeben finb, baf 



«n-l^'f 



2k+l 



n+1 ^n^f "ii+2 ^a-1" r ' 'f "n+l+k 

ift, fo ^at eine SBur}e( ber ®(eid^ung ben 5Bert^ — f, unb bie übrigen 
ffiurjeln fmb fo gq}aart, bag ba« ^robuct iebe^ ^aare« c^ ergiebt. 
^enn bad ^ol^nomhtm 

r 2afl I 2b-I-1v I / 2b-1 i 2b-1x , **, 2ii-3 , 2ii-3x , 



ip bnrd^ x + f teilbar («((g. «rit^m. §. 



2n 



+ «l 



— a^B 

+ «2 



2d-2 



+ 



+ 



12, 5). 3)cr Quotient ift 






211-2 , 211 

f X -f- ÜqZ 



©e^t man nun folool^t ben ©ibtfor x + f, ats aud& ben Ouotienten 
ber 5Ruü gteid^, fo erl^olt mon al« ffiurscln ber gegebenen ®feid^ung 
— B unb bie SSurjeln einer befonbem ©tcic^ung 2nten Orabet, beren 
Goefflrienten ben bor^ (8) gefteüten ©ebingungen genügen. 

9. ^ie gebrod^ne Function mit )>ofttti>en 3^^^^^ 



-^ + -'— + - 

a — X ß — X y 



+ 1 {^<ß <?) 



ift l bei unenblid^em x, od bei x = o, ß, y, übrigen^ in ftetem SBad^f i 
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§. 8. S^ronßfcenbcntc ©ktd^wtigcn imb Sfufföfung numcrifd^cr ©Ui^uttgcn. 259 

üei toad^fcnbcm x. SBäl^rcnb x Don — oo bi§ a gcl^t, ift « — a? ))ofTtit), 
unb bie gunction toäci^ft bon 1 bi« oo. SBä^renb a? Don a btö ^ jcl^t, 
ift a — a: negatiD, ^ — a? |3ofitib, nnb bie gunctiou toäd^ft bon — oo 
bi« +00. SBäl^rcnb x bon ^ Bio y gel^t, iji ^ — a? negatib, y — x 
|3ofitio, nnb bicgunction »äci^ft bon — oo bi« +oo. SBä^renb x Don 
y bi« oo gcl^t, ift y — x ncgatib , nnb bie gnnction tt^öd^ft Don — oo 
biö 1. 

5Die Oleid^ung ^^ = ffir bie Unbefannte x ift babnrd^ an^geieid^net, 
bag fie lanter reate SBnrxetn l^at, Je eine xtoifd^en «, ft y, oo*). 

§. 8. 2;rau8fcenbente ©leicä^ungen unb Sluflöfuhg 
numerifd^er ®Iei(^ungen- 

(^ef« §§. 106. 100.) 

1* S)ie cinfaci^fte Slaffe bon tranöfcenbenten ©(eici^nngen bilben 
bie ej})onentiatgIeid^nngen, in bcnen nnbefonnte Sj^jonenten bon 
belannten ober unbelannten 5Dignanben borfommen, bie togaritl^* 
nti feigen ©teid^ungen, in benen Sogaritl^men bon nnbefannten Ballten 
borlonimen, nnb bie goniometrifd^en ©leid^nngen, in benen gonio^ 
metrifd^e Functionen Don unbelannten SBinfetn (5lrcu6) Dorfommen. 

äBenn bie gjponentiatgteid^nng binomifd^ ift nnb nur befannte 
5Dignanben entl^ätt, fo fann fie auf eine algebraifd^e ®(eid^ung rebucirt 
»erben. 5Denn an« ber ©leid^nng 

fotgt (5lHg. 3(rit^m. §. 19) bie ©leid^ung 

ploga + glog& = rlogc + slog^ 

meldte atgebraifd^ ift, tt)enn a, h^ c, d belannt finb nnb p, q, r, s 
algebraifd^e Functionen bon einer ober niel^r Unbelannten bebeuten. 
2)abei ift ieber Sogaritl&muö unenbtid^beutig (5iag. ^ritl^m. §. 31). 

•Umgelel^rt ift bie ©leid^ung p\ogt + ^logw = rlogv gleid^^ 
bebeutenb mit ber ®(eid^ung ^li^ = v\ toeld^e afgebraifd^ ift, n)enn p, 
q, r befannt nnb t, u, v atgebraifd^e Functionen bon einer ober ntel^r 
Unbefannten finb. 

S5ie (Sfj3onentiaIg(eid^ung a + bp^ + cpr^ -|- . . t= tt)irb burd& 
bie ©ubftitution p^=^y auf bie ©(eid^ung a + ft^^^ + c^/»' + . . = 
rebucirt. 

S5ie ©teid^ung a:a+^i<>s^ = c ober (a + 51oga;)loga: = logc 

*) Saeobi (Srettc 3. 12 p. 25. ©^nami! p. 199. 

17* 
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iDirb burd^ bie ©ubftitution logx = y auf ble ®Iei(i^ttng ay + hy'^ 
= logc rcbudrt*). 

a^ Ooitiometrlfd^e Otcld^ungen finb algebraifd^ rebucibd, tocnn jic 
HQci^ geJ^örigcr (äntipidelung nur eine Function eine« unbelannten SBin- 
!el6 unb ^otcuien berfelben mit gegebenen (äjrpouenten cntl^alten. 3- S3. 
2)te ©leid^ung asina? + ftcosa: = c fanu rebucirt toerben, inbcm 
man sina? = y, cosac = y"l — y2 je^t. gtufad^er fommt man jum 
3iete, toenn man 

a = rcosa, h = rsina 

fefet, fo ba§ « unb r au« ben ©teid^ungen 

a a 

cot« = —, r = 



coso 

gefunben n^erben. ^aburd^ erl^ält man [tatt ber gegebenen @(eid^ung 

rsina:cosa + r sin« cos a: = c 

8m(a? -}-«) = — 
r 

ttjorau« fid^ jiüei ful)|)tementäre SBertl^e J)on o; + « ergeben. 

ÜDie ®feid^ung sino: = asinC« — ^) toi^i> rebucirt, inbem man 

^ = i(« + ft 
« — « = i(« — ft 
fcfet, unb bie ©leid^ung ^m\{a + /3) = asm|(a — /3) enttoidtelt. 
5Wan erhält 

tangi/3 = ^-^^ tangl^a 

unb finbet barau« 2 um 180^ öerfc^iebene SBert^e bon ij3, unb burdfr 
Slbbition berfetten ju |a bie SBurjetn ber gegebenen ©teid^ung. 
Um ba« Softem**) 

a7sin(a — y) = a 

a:8in(/3 — y) = J t 

für a; unb 3^ aufjutöfen, bilbe man 

sm(a— 2/) + mi[§—y) == 2sin|(« + /3— 2y) cofli(a-./3) = ^- 

X 

a- 5 
sin(a — y) — sin(j3 — y) = 2cos|(a + /3 — 2y) sin |(a — ß) = 

unb barau« burd^ ©ibifion 



*) §et« §§. 61. 65. 69. 73. 
'*) ®au6 theoria motus 78. 
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§. 8. 2:ran0fcenbcute Oleid^ungcn unb ^luflöfung uumcrifii^ct ©k^Hngen. 261 

tangj(« + ß — ^y) = ^-| tangK« — ß) 

jur Sered^nung J)on y, au« bcffen SBcrtl^ rr fici^ crgicW. 

3. 2;ran«fccnbent€ ©Icid^ungen, »etd^c fid^ auf atgebraifd^e nid^t 
rebucircn faffcn, finb j. ©. a^ + ^ = C/ a^ = fco? -f- c, a:^ = a, 

aa; + ft logo? + ca: logx = 0, cosa; = x, cota? = x, tauga:^= x, 

a; — asina; == fc, u. f. f. 3u beu angefül^tten gomomctrifd&en ®UU 
d^ungcn bebeutet bie ^af)i x ben Slrcu« eine« ffiinlel« b. )&. ba« 
SJerpttnig eine« Sentritpinfet« ju bem n;ten Sl^cile Don 180^, ober 
wa« baffetbc ift, ba« SSerl^ättnig be« eingefd^riebenen Ärei«bogen« jum 
9Jabiu«, ober ben Äreiöbogen felbft, wenn ber SRabiu« eine ßängeneinl^eit 
ift $at ber ©ogcn x Stabien unb ber Sentritoinlel y ®rab, fo ift 

« = ^, logx = \ogy + 8,2419 - 10 

Unb wenn ber ßentritoinlel y SKinuten l&at, fo ift 

^ = jgf^e^, log^ = logy + M637 - 10 

ÜDie 3a]&ten log(n; : 180) unb log(7c : 180.60) toerben in ben 
SCabetten bur^ logl® unb logT bejeic^net. 

4» ©ie realen SBurjeln öon Oteid^ungen beliebiger 2lrt lönnen mit 
jeber erforberlid^en ©enauigleit begrenjt toerben, toenn bie ©leid^ungen 
numerifd^ (numerales) finb b. 1^. wenn in i^nen unbeftimmte ^OiWw 
nid^t Dorlommen. Um ju erlennen, bei meldten realen x bie gegebene 
Function /[x) jjerfd^toinbet, bered^ne man bie Anfänge einer Sabetle, 
weld^e neben realen x bie entf^jred^enben SBertl^e f{x) entl^ält. SBenn 
nun in ber SCabelile auf ben SBertl^ /(a) ein 2Bertl& f{h) Don entgegen^ 
gefegtem ^^ixiftn folgt, unb f{x) öon /(a) ju f{h) ftetig unb ol^ne 
Umlel^r übergel^t, toäl^renb x Don a ju 5 übergel^t, fo l^at bie ©leid^ung 
f{x) = eine (unb nid^t mel^r al« eine, einfädle ober mel^rf ad^e) 
jtoifd^en a unb h liegenbe SBurjet (§. 2, 4). Um biefe SBurjet enger 
ju begrenjen, Derboüftänbige man bie Sabeöe burd^ ©ered^nung Don 
f(x) für ^ert^e Don x jtDifd^en a unb h. !Diefe Slrbeit wirb wefenttid^ 
erteid^tert unb auf ba« S^ötl^igfte befd^ränlt burd^ Slnwenbung ber regula 
falsorum, Wie bic Sttgebrifteu be« 15ten unb 16ten ^al^rl^unbert« gejeigt 
l^aben. SSergl Suter Introd. I cap. 22. ©ie gefud^te SJifferenj ber 
S5ariablen ift nämlid^ um fo genauer |3ro|3ortionat ber erforbertid^en 
Differenj ber Function, je Meiner bie tefetere ©ifferenj ift (§. % 5). 

öcift)iel 1. Um bie Oteid^ung 10^ = a;iö aufjulöfen, nimmt man 
bie Sogaritl^men beiber ©eiten unb erl^ätt x = 10 logx, lOlogx— a; = 0. 
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262 5«gcka. 

Sejeid^net man bie gunctton lOlogo? — a; burd^ y, unb berechnet bte 
SBcrtl^c ton y für x = 0, 1, 2, tüel(^e in ber ttebenftet)enben jCabeüe 
y cntl^altcn finb, fo cricnnt man, bafe y bcr^* 

fc^toinbct bei einem SBertl) bon x jmifd^en 1 

"" °^ unb 2, bag ber SIenberung bon y um 2,01 ble 




1 
2 



^ äenberung bon a? um 1 cntf^jrid^t 5Wad& ber SRcgd 



^'^^ entfprici^t bann ber Slenberung bon y um 1 bie 

Slenberung bon x um ungefäl^r 

1^^ = 04 
2,01 "'^ 

©emnad^ bered^net man neue SBertl^e bon y, ^yx9t benen man erlennt, 
X y ^^6 y berfci^toinbet bei einem SBertl^ bon x jtoifd^en 

1,4 unb 1,3; bag ber Slenberung bon y um 

1,4 0,061 Q221 bie Slenberung bon x um 0,1 entfprici&t. 

1,3 — 0,160 5((^jj entfprldj^t ber Slenberung bon y um 0,061 

bie Slenberung bon 4^ um 

loetd^e auf a: = 1,4 — 0,028 = 1,372 l&injeigt ?«un bered^nct man 
neue SBertl^e »on y^ »eld^e gu erlennen geben, bag y berfdttoinbet bei 
einem SBertl^ bon x jioifd^n 1,372 unb 1,371, 
ba| ber Slenberung bon y um 0,0021 bie 



1,372 
1,371 



0,0015 äenberung bon x um 0,001 entft)rid^t. !Dem* 

■ 0,0006 „^^ entfprid^t ber Slenberung bon y um 0,0006 

bie Slenberung bon x um 

0,001 . 0,0006 * 



0,0021 



= 0,0003 



toeld^e X = 1,3713 al« bie gefud^te SBurjet anjeigt. 3u größerer 
Slnnäl^erung auf bemfelben SBcge fiil^ren au^fül^rlici^ere STabeQcn ber 
Sogaritl^men. !J)ie ©efti^toinbigleit ber Slnnäl^erung n>irb in ber Sial^e 
größer. 

iBeift)ieI 2. Die Oteid^ung 5^ + 6^ = Ix'^ ^at eine SBurj' 
jtoifd^en unb — 1, benn 5^ + 6* — 7^2 i^at für a? = ben SBer 
2, für j; = — 1 ben SBert^ — 6^^. ©efet man 

log (5^ + 6^) — loga:2 — log7 = y 
fo erl^ätt man folgenbe« ©Aftern: 
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§. 8. Xrangfccnbente ©Ul^uttgcn unb «upSfung numcrif^cr ©Icid^ungen. 263 

©amit y »erfti^tpinbct, tft btc S5ariablc t)on 
y l 434 

0,2803 - 0,4 «a(^ - 0,3 um -^3^ = 0,013 

— 0,0434 j„ ändern, gcrner tft a; oon — 0,4 
- 0,3853 - 0^0002 "a* - 0,387 um ^'^3^^ = 0,0017 

ju änberti, tooburc^ mon eine ffiurjel ber geflebenen ®(eid^««9 Jtotf^cn 
— 0,3853 unb —0,3852 finbet. 

S3eif))iei 3. Um bie ©teid^ung cos« = x oufäutBfe«, fefee man 
log« — logcosa; = z. Unter 3uile^ung be« SBinfetö y (3) finbet 
man fotgenbe« «Softem: 



— 0,3 
-0,4 

— 0,387 



^ 


/ 


z 


450 




0,0456 


400 




— 0,0403 


42« 


20' 


— 0,0003 


420 


21' 


1 0,0000 



©er SQStnfet tft ton 45« nad^ 40« um 

^° • '^^ = 20,33 ju finbcrn, bamit z 

859 
terfd^totnbet, u. f. to. Stu« bem tefeten 2Bert^ 
»on y toirb ber gefu(]^te SBert^ »on a; be* 
red^net. ^ 

©eifjJtet 4. SSJcnn eine SSerforgungSanftalt i> ^rocent jä^rtid^ iu 
capitalifirenbe 3infen bered^net, unb 100 ©utben gegen eine Söjä^rigc 

9iente »on 6 Bulben ja^ft, fo ift -(1 - 1,0?"^)=- 1 (tl% ätit^m. 

§. 22, 6). ©efet man log6 + log(l — i,Op^) — logp == y, fo 
ergiebt fi^ eine reale Sßnrjet ber ©leid^ung au« fotgenbem Softem: 

Skmtt y »erfdbtoinbet, l^at man p oon 5 nad^ 4 

0^492" "«« ^ = ^'^^ i" ''"^""' f""" *'^" '*'^^ 

— 0,0076 01 ^. , ^. 

- 0,0005 noc^ 4,87 um ^ = 0,002. ®ie gefuc^te 

OfOOOl 2ßj,jjjt i^at bemnac^ ben SSJert^ 4,862. 
pt sWe btt atgebt. ®Iei*. 1849. Slb^anbl. ber ®iitt. ®e|. b. ffitfi. IV). 

5. Sei algebraif(i^en Oteld^ungen lägt ftc^ ftatt ber »origen aöge« 
meinen SKetl^ebe eine beträchtlich einfachere antoenben, welche Siiewton 
(Srief an Olbenburg 1676 Sun. 13, au«fü^rHd^er im Slnfang ber 
methodns fluxionum) getel^rt l^at. 

©tatt einer über 10 betragenben SEBurjetfann il&r lOter, lOOter, .. 
Sfecil gefud^t toerben (§. 7, 1), fo ba^ näcjft ben einem ber SBurjel 
immer nur ein ecj^ter S3rnc^ burc^ Transformationen ber gegebenen @lei» 
d^ung ju befttmmen bleibt. 



4 
5 

4,87 
4,86 
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SeifJ)iel 1. y = x^ — 2j; — 5 gel^t a\i^ bem 9?egatiöen tu6 
i^ofitit)e, mäi^rcnb x t)on 2 *iö 3 ftelgt. 3llfo {;vit bic ®(eid^ung ?/ = (> 
eine rca(e SBurjel a? = 2 + Pf tt>obcl p einen nä^er ju bered^nenben 
ed^ten Srud^ bebeutet. Durd^ bie ©ubftitution x = 2 + p finbet man 
(md} bem §. 7, 2 ongejelgten S5erfal&ren) bie erfte Iranöformirte 

y = — 1 + 10/? + 6p'- + i>3 
bereu Slnfang^glieber überwiegen. Um ben SBertl^ üou p ju bereci^nen, 
bei metcl^em ^^ = wirb, mad^t man ben SBerfuc^ 

-^ 1 + 10p == 0, p = 0, 1 . V 6p2 + . , = 0,06 . . 
fo ba^ bei unjld^em ^unberteln bc« 5Dit}tbenben 

;, = 1,0 . . : 10 = 0,1 + $ 
gefetzt Wirb. Durd& biefe ©ubftitutlon finbet man bie jweite %xan^^ 
fovmirte 

y = 0,061 + n,2dq + 6,3^2 + ^3 

S)er SSerfud^ 0,061 + 11,23g = 0, q = — 0,005, ., 6,3g2 -f . . 
= 0,0001 . . giebt bei unfid^ern 3c^ttt<Jwf^nbtetn beö ©iDibenben 

q = — 0,061 . . : 11,23 = — 0,0054 + r' 
©urd^ biefe ©ubftitution finbet man bic brüte iEran^formirte, unb jwar 
abgefürjt, tnbem man bic ^otcnjen bon q m^ fteigenben ^otenjen 
bou 7' enttoldtett, 

y = 0,061 

— 0,060 642 + ll,23r 

+ 0,000 183 708 — 0,0680r * 

— 0,000 000157 + 0,0001r * 
0,000 541551 + fl,162lr * 

©erSBerfud^ 0,000 541 551 + 11,1621 r = giebt /» = - 0,000048 516. 

m\o ift 

X = 2,1 

— 0,005 4 

— 0,000 048 516 
2,094551484. 

S3eif|3icl 2. y = x^ -^ ßx — 10 gel?t au§ bem 9ZegattDen im 
^^Jofitibe, wäl&renb x bon 1 bi^ 2 fteigt. Sllfo ^at bie ©(eid^ung y = 
bie SBurjet a; = 2 + p. !Ourd^ biefe ©ubftitution finbet man bie 
erfte S^ranöformirtc 

y =:= 10 + 74p + 80p2 + 40p3 + 10p4 + p5 

S)er SSerfud^ 10 + 74p = giebt p = — 0,13 mit geringer 2ln^ 
uä^erung, weit 80p2 + ♦ . = 1,3 . . . ÜDurd; ben Sßer[ud& 10 + 74p + 
80p '^ = finbet man ben genauem 8Bert§ p = — 0,16 . . nebft 
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40i>» + . . = — 0,16 . . . 35o^er IHM man inxäf bie «Subftltutton 
p = — 0,16 -i- q bie jtoeite 3;ran«formirte abflelärjt 
y = 10 

— 11,84 + 74« 

+ 2,048 — 25,6^ + 802« 

— 0,163 84 + 3,072? — 19,2?« * 
+ 0,006 5536 — 0,1638? + 1,5?» * 

— 0,000 1048 + 0,0033g * * 
0,050 6088 -f 51,3114? + 62,3?» * 

!I)er SBerfud^ 0,050 . . + 51, . . ? = gtebt 

? = — 0,001 . . unb 62,3?" + . . = 0,00006 . . 
m\t> fe^t man 

? = — 0,0506 : 51,3 = — 0,000986 + r 
unb bllbet bie britte 3;ron«formirte 
y= 0,0506088 

— 0,050 5930 + 51, 3r 
4- 0,0000604 — 0,lr 
0,0000762 + 51,2r 
m^e iti r = — 0,000 001 49 berfd^toinbet. ©ai^er ift 
x= 2 

— 0,16 

— 0,000986 

— 0,00000149 
1,83901251. 

©etfpieI3. tf^x^ — lx + l oetfd^toinbet jtoelmat, toä^renb 
X »on 1 bt« 2 fteiflt. 'Sinxä) bie ©ubftitntlon o; = 1,5 + p erl^äft 
man bie etfte SIcanSfotmirte 

y = — 0,125 — 0,25i> + 4,5i>2 + pS 
unb — 0,125 — 0,25/7 + 4,5i>* == giebt p = 0,2 unb —0,14. 
I. ^üxdf bie ©ubftitution p = 0,2 -\- q ecffMi man 
y = 0,013 + 1,67? + 5,1?2 + ?» 
©et 3Serfu(i^ 0,013 + 1,67? — giebt 

? = — 0,013 : 1,67 = — 0,008 + r, »eil 5,1?^ + . . = 0,0003 . . 
9(ud ber Sliandformirten 

y == — 0,000 034112 + 1,588 592r + 5,076r2 + r» 
fc^lie^t man 

r = 0,00003411 : 1,5886 = 0,000 02148 
X = 1,69202148. 
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II. ©urd^ bic ©ubftitution /? == — 0,14 + ^ erl^alt man 
^ = — 0,004 544 — l,45l2g + 4,08^2 ^ ^3 
S)er 3}erfu^ — 0,004544 — 1,4512g = gicbt 
q=— 0,0045 : 1,45 = — 0,0031 , Xotxi 4,08$^ + . . = 0,000 03 . . 

X = 1,3569. 

Seifj>icl 4. 6x^— 141x4- 263 tjerfd^minbet jtoeimaf, mä^renb 
X üou 2 bi« 3 ftcigt. 3)urd^ bie ©ubftitutton x = 2,8 + i? erpU 
tttfttt 

y = — 0,088 + 0,12p + 50,4p2 + 6/?^ 
J)er 23crfud^ — 0,088 + 0,12p + 50,4p2 = o giebt p = 0,03 uub 
— 0,05. 

I. '^ntäf bic ©ubftitution p = 0,03 + q erl^ätt man 
y = — 0,038 878 + 3,1602g + 50,94g2 + 6g3 

!Der SSevfuc^ — 0,038878 + 3,1602g = giebt nur 

q = 0,01 + r, toeif 50,94g2 + . . = 0,005 . . . 
Sluö ber Xran^formirtcn 

y = — 0,002176 + 4,1808r -+- 51,12r2 ^ 5^3 
folgt r = 0,0005, toctC 51,12r2 + . . = 0,000 01 ... 3)ie näd^fte 
2:ranöformirte 

y = — 0,000 072 81925 + 4,2319245s + 51,129^2 + ^s^ 

giebt 5 = 0,000 017 21, tocit 51«^ + . . = 0,000 000 005.., fo ba^ 

a; = 2,800 517 21. 

II. ©urd^ bic ©ubftitution /> == — 0,05 + g crl^ätt man 

y = 0,031 25 — 4,875g + 49,5g^ + 6g» 
^terau^ folgt g = 0,007 + r xozxi 49,5g 2 + . . = 0,002 ... ©ie 
näd;fte S^ran^formirtc 

y = — 0,000 447442 — 4,181 118r + 49,626r2 + %r^ 
giebt r = — 0,000107, toeU 49,6r2 + . . = 0,000 0005.*, fo ba§ 

X = 2,756 893. 

2lnmet!ung. S'ictoton*« SWctl^obe %ai bur^ ^ulct, Sagrange n. St. eine 
angeblii^ etnfad^ete 3)ar|lettung ermatten, inbem man für bie Sorrecttoneii Pt q, • . 
eine aßgemetne jjormel aufiteute. 9fiur bicfe in ber ^ra?;i« mü&eboUere 2)ar|iettnng 



^ 



trirb bou ben (StntDenbungen getroffen, treidle ?a (prange (Mem. de Berlin 1767 
p. 311, Traite des equat. Note V) gegen bie 9iehJton'fd^e äJlet^obe erhoben 
SScrgl. einen 9luffat3 be« S3erf. in ben Vei^jigcr ^eiid^ten 1866 p. 358. 
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§. 9. ©e[onbcre ^luflöfung un^efiimmter ©Ici^uitgen. 267 

§. 9. 33efonbere Sluflßfung unbejlimmter 
©lei^ungen. 

(J&cU §§, 77—80.) 

!♦ Sine unbcftimmtc ©tcid^ung ober ein unbeftimmtc« ©Aftern 
j)on @lci(i^ungcn f)ai im SlBgcmdnen unenbtid^ Dietc äuflöfungcn (§. 5). 
SBcnn inöbefonbcrc bfe Soefficicnten bcr Otetd^ungcn ganje (rotionate) 
3a^(en finb; fo cntftcl&t btc grage, burd^ mi^t ganjc (rationale) 
Söcrtl^e ber Unbelanntcn ben Oteid^nngen genügt toerben lann (S)io^ 
^)]&antif(j^e äufgafce). !Die Seanttoortung biefer grage ift ber ©e- 
genftanb ber unbeftimmtenSlnat^til (analyse inddterminde), toeld&e 
mit ber ^iJl^cren äritl^metil (3al^tcnle]6re) im engften 3"f<^»iwenl^ange 
pe^t 

2* aSBenn a unb b ganje ^a^tn nnb prim ju einanber ftnb, fo 
laffcn fid^ unenbßd^ oiete ©^ftcme ganjer ^affkn x, y angeben, bie 
ber linearen ©teid^ung ox + fc^^ = c genfigen. 3Kan bitbe nad^ 
bem aWobut h bie SRefte ber 3^^^^« ^# c — a, c — 2a, . ., 
c — (6 — l)a. 5Die[e b SRefte finb üon einanber t)er[d^ieben (8lög. 
Slritl^m. §. 13, 19) nnb geringer ol« b, atfo mng einer berfelben fein» 
^at c — ax nad^ bem SWobuI b ben JReft 0, fo ift ber Qnoticnt eine 
ganje 3a]^t y. SBenn ober x nnb y ber gegebenen ©leid^nng genügen, 
fo genügen il&r and^ a? + ^»2? unb y — az, »eil 

a{x + bz) 4- 5(y — az) = aa? + ^y = c, 

3Benn ä ber größte gemeinfd^afttid^c Dii)ifor ber 3ö^fen a nnb b 
ift; fo giebt e« leine ganjen S^l^ten a; unb y, toetd&e ber ©leid^ung 
aa: + *2/ == c genfigen, außer in bem gaüe, bag aud^ c burd^ ^ 
tl^eilbar ift* SBenn nun x unby ber gegebenen ®teid^ung genfigen, fo 

genügen il^r aud^ a? + y-s unb y — y-5, unb c« giebt ä SBertl^e öon 

a?, bie nad^ bem SWobut b incongruent finb, unb ebcnfoüiet nad^ bem 
sröobul a incongruente SBert^^c t)on y. 

8* Um bie ©leid^ung aa? + 6y == c in ganjen ^<&i\t\\ aufju^ 
(Öfen, toäl^U man, menn a prim ju d unb a < &, bie 9lnorbnung 
ax =^ c — by, toorau« bur(^ üDioifion 

. a; = e? - ey + "^ ~ ^^^ 

a 

folgt, ffieit aber c^ — a^^^ burd^ a tl^eitbar fein foü, fo fefet man 
«1 — «1^ = «Pf «13^ == ci — ap 
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aigebra. 


unb finbet n)ieberum burd^ !£)t))tfion 




y - d, e,p + "^ - ''^P 



^1 

toobel c, — o^p burd^ a^ t^eitbar fein foß, u. f. tu. ÜDie 9iei^c ber 
JRcfte «i, a2, . . fäat bis auf 1 l^crab (5ing. 3lritt)m. §. 13, 3), unb 
babci gäft bie {Rcll^e bcr erforbcrlid^en ©ubftituttonen ju Snbe. ©urci& 
einen befonbern SBcrtl^ ber lefeten Unbeftimmten mtotn bann aüe üor* 
auögel^enbcn Unbeftimmten au^gebrüdt. Die 2(nia^t ber !©itoifioncn 
totrb möglid^ft Kein, toenn man bie Keinftcn (nad^ Sefinben negatiijen) 
SRefte gebrandet. 

©elfi>iel 1. 

7x = 1000 — 24y x = 143 — 3^ — ^^- 

3y = - 1 + Tp y = 2p+ ^^ 

P = 1 + 3g 
3n«befonberc ift /? = i, y = 2, a; = 136, atfo allgemein (2) 
a? = 136 — 2iq, y = 2 + 7^ 

tt)orin 5^ iebe ganjc 3^^! (pofitib ober negatiö) bebeutet. 

S5eift)iel 2. Um 243 in 2V)dk ju tl^eiten, üon benen ber eine 
^burd^ 24, ber anbere burd^ 65 tl^eilbar ift, fe^je man ben erften 2:^ieir 
= 24a^, ben jtoeiten Xl^ell = 65y, unb 24ar + 65y = 243. 

24a? = 243 — 65y a; = 10 — 3^^ + '^^-^ 

ly = 3(- 1 + %p) y= 3 {p + ^-^-) 

p = 1 + 7g 

giir g = cr^It man p = i, y = 3, a; = 2, folgtid^ über]^am)t 

y = 3 + 24g, o: = 2 — 65g 

2)ie borgelegte aufgäbe l^at nur eine auflöfung in pofititen ganjen 

3al^Ien. SKit biefer ?lufgabe trifft bie gorberung jufammen, ben SSrud^ 

243 
^-nv in bie ©umme t)on jtoei ©rüd^en ju jertegen, beren 5Renner 65 

unb 24 finb. 

©eift)ie( 3. Um bie '^oi^Un ju finben, n)eld^e nad^ bem SKobut 
27 ben 5Reft 14, nad^ bem 2Jiobut 37 ben Üteft 25 ^aben, fefee man 
27a: + 14 = 37y + 25. 
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lOy + 11 



27a: = 11 + 37^/ x = 7/ + 



27 



lOy U +21p y = - 1 + 3p - ^^-^ 

3p = - 1 + 10^ P = dq + ^- 

^ = 1 + 3r 
gür r = erpt man ^ = i, p = 3, y ^ 1, a? = lo, alfo 
über]^au)>t 

y = 7 + 27r, a: = 10 + 37r 
!Ble gefud^tcn 3^^^^^ P"^ 
37(7 + 27r) + 25 = 27(10 + 37r) + 14 = 284 + 999r 

4» 5Dic jur Sluflöfung ber ©Icid&ung ax — hy = c gebitbcte 
Scttc öon Olclc^ttiigett 

ax =^ hy +c x = ey -{- p 
aj^y = ap - c y = e^p + q 
a^p = «1^ + c P = e^q + r 



itxnfft auf ber Äcttc j)on ©(eld^ungcn 

a = a^e^ + «j 



burd^ tozldft ber ©rud^ a : 6 in einen ÄettenBrud^ fo entoidett toirb, 
bag bie Böller ber ©Heber ))ofitiDe ober negative einleiten pnb. Oft 
nun i. S, og eine (Sinl^eit, fo lann man r = toäl^ten nnb erl^ält 
bie befonbem äBertl^e q, p\ y, x für q^ p, y, x jjon ber 5Ärt, bag 

1_1 < = i + l <==i + l + l 
©al^er ift ber (efete Sfiö^ernng^brnd^ — für ben Settenbruci& 

ein befonberer XBertl^ i)on -. 3n ber Zfjdt fjat man unter biefer aSor* 

au«fefeung («(fgem, «rit^m. §. 30, J) 

afi — U =s 6, e^ = \ 
a ♦ scfA — b ,ecX = c 
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Ittgebra. 



5lIfo genügen ber gegebenen ©leid^ng bie SBSertl^e*) 

X == scfi -{- hz, y = scX + az 

^enn a pxm ^u b, utib toenn e9 s ^d^Un giebt, toil6)t Heiner at9 6 unb 
^rhn gu Z» fmb, fo ift a^ — 1 bur^ & t^etlbar (^Wtgem. Slritl^ni. §. 13, 21), S^hin 
iß ibentif^ 

aa^-i — b^^ = 1 



aca^'^ — bc — -r = c 



folgli^ ax — by = Cf n)enn Ü6er^au<)t 

= 117 Ö^ 1 I 



5* ©(rö ©Aftern bon ©leid^ungen 

au = b + crr 



ift in ganjen ^affkn nur bann oupööbar, »enn a unb c, a^ unb e,, 
aj unb C2, . . prim gu einanber finb. SBenn bie ^af)l u bcm gege^ 
benen ©Aftern genügt, unb toenn d ben tteinften gemeinfd^ofttid^ett 
5Divibuu« ber ^af)kn c, c^, c^, . . bebeutet, unb v eine toißlürltc^e 
3«^ fö flcuügt anä) u + dv bemfelben ©Aftern. ÜDenn mäf ber a5or* 
au^fefeung ift au — b tnxäf c tl^eilbar, a^u—.b^ burd^ q tl^eilbar, 
u, f. to. 3l([o ift oud^ au + adv — b inxäf c tl^eilbar, a^ wj + a^dv — ä, 
burd^ q tl^eilbar, u, f. to. 

5lu« ber erften ©leid^ung finbet man v = a -{- cp, S)urd^ btefe 
©ubftitution erpit man bie gtoeite ©feid^ung 

ca^p = 5j — aa^ + €^y 
P = ß + j-q, w = ofj + c^q 

mm ^1 ber griJgte gemetnfd^aftlid^e ©iotfor bon c unb c^ ift. 2)urd^ 
biefe ©ubftitution erpit man bie britte ©letd^ung 



*) 2)ie Sluflöfung ber ©ki^ung ax ± by = c in gongen S^Wen, bie eteineu= 

tarfle unter ben S>io^3l^antif^en Aufgaben, i^ in ben übrig gebliebenen ©(^rif i 

2)io:|)l^ant8 m(i)t anzutreffen, fonbern im Occibent gucrfl öou ©0(3^ et (probler i 

plaisans 1624) gegeben ki>orben. Witt ^a6}tV9 9tuf(öfung fSUt in ber ^a\\pi]i : 
@uUr*3 9(uf(8funa jufammcn (Comm. Petrop. 7 y. 46), toeld^e oben (3) mit 

tl^cilt ift unb bie SSorjüge ber ©infad^^eit unb Äürje in ftd^ Vereint. 3)ie S)arfteüi ; 

ber 2lufl(Jfung burcä^ ^cttenbrü^e (4) ^at Sag ränge (Mem. de Berlin 1767 p. 1 i 

geleljfrt. SSergl. bie frang. Ausgabe toon ©uler'« Sllgcbra, 2»?on 1795, unb @a i 

Disq. arithm. 27 fj. S)ic STntücnbung be8 germat'f^cn ©atje« ijl toon,33ii ; 
erbatet (J. de Tecole polyt. Cah. 20 p. 289). 
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»enn ^2 t^er größte gcmcinfd^afttid^c SDblfor »on 0^ unb cj ift. U. f. to. 

Setfj)ict 1. ®ie 3^^l '^ f^ö f^ beftitntnt tt)crbcn, bag 121t« 
nad^ bem aRobuI 504 ben JRcft 41,9m nad^ bcm SKobuI 35 bcn SReft 
— 1, 27« nad& bcm 3«obul 16 bcn 9?cft 11 gtebt. 

5Run ift 504 = 8.9.7, 35 = 7.5; affo foß 121m — 41 
burd^ 8, 9, 1, ferner 9m + l bnrd^ 1, h, cnbfid^ 27m — 11 burd^ 16 
Üftxlhax fein, ©iefe gorbemngen rebnciren fid^ auf felgenbe: 
m — 1 [oü burd^ 8, M + 1 burd^ 9, 2m + 1 burd^ 7 t^eilbar fein; 
2m + 1 foü burd^ 7, M — 1 bnrd^ 5 tl^eitbar fein; 
M — 1 foö burd^ 16 t^eiffiar fein. 
©a nun u ber Slufgabe genügt, »enn m — 1 burd^ 80, m + l burd^ 9, 
2m + 1 burd^ 7 t^eittar ift, fo fefee man 

M = 1 + 80a: 
tt = — 1 -|- 9y 

2m = — 1 + 7^. 
3)ie erfte biefer ©leid^ungen brandet nid^t erft aufgeliJft ju »erben, unb 
man l^at fogleid^ 

9y = 2 + 80a? y = ^x — ^^— 

a? == 2 + 9;? m = 161 + 720/> 



SDiefe ©nbftitution giebt 

Iz = 323 + 1440p 2 == . . . " 

2p = 1 + 7^ p = 3gf 4- 



2p — 1 

7 
9 + 1 



2 

17 = - 1 + 2r 

äBenn r = 0, fo ift 9 = — 1, p = — 3, m = — 1999; affo 
fiber]^auj)t m = — 1999 + 5040p. 

©eift>ier 2. Damit bie Bat?( m nad^ bem 2»(Äbu( 9 ben JReft 5 
ober — 4, nad^ bem SKobuI 10 ben 9teft 9 ober — 1 giebt, unb burd^ 
11 t^eitbar ift, fefee man 

M = — 4 + 9ir 

M = — 1 -j- lOiC 

M = Wz, 
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272 m^tbta. 

"S^tmmdf ift 

9a: = 3 + lOy, x = y + ^-±1 

y = - 3 + 9p 
JBcnn /> = 0, fo ift y = — 3, u = — 31; alfo übcri&oupt 

M = — 31 + 90p. 
5Dtcfe Oubpitution gfebt 

lU = — 31 + 90p, z = . . . + 2^-^- 

P = - 1 + 11^ 
gggcnn ^f = o, fo ift p = — l , u = — 121 , alfo fibcrl^aupt 
w = — 121 + 990^ 

6* Um ein ©Aftern Don m linearen ©feid^ungen mit w + i Un^ 
betannten in ganjen 3^^^^^; auftutöfen, l^at man nad^ @Umination ton 
m — 1 Unbefannten eine ©leid^ung mit 2 Unbefannten abjuteiten. 
3)ie \>Vix6f SlnflSfnng biefer ©feid^nng gefunbenen SQBertl^e ber beiben 
Unbefannten »erben in eine ber abgeleiteten ©leid^nngen fnbftitnirt, 
koetd^e anger jenen beiben Unbefannten eine anbere UnBetannte entpit 
Die burd^ Slnflöfung biefer ©leid^ung gefnnbenen SBertl^c ber brei Un* 
befannten tt>erben toiebernm fnbftituirt. U. f. to. 

SSeifpiel 1 Sind ben ©leic^ungen 

3a; + 5y + 7«; = 560 
9x + 25y + 49z = 2920 
ergiebt fid^ burd^ Elimination Don z 

5y = 500 — Qx, y = 100 — a; — ~ 

o 

X = bp, y = 100 — 6p. 
ÜDnrd^ biefe ©ubftitution erl^ält man and ber erften gegebenen ©leid^ung 

7z = 15(4 +p), z= Ib^- 

p = — 4 + 7^ 
folglid^ genügen bem gegebenen @^ftem 

rr = — 20 + 35j, y = 124 — 42^, z ^ \5q 
mit j)ofitiöen SB«1§en, toenn ^f = 1, 2. 

Sdd\pUi 2. Sind ben ©leid^ungen 

4u + 13ic + 5y — 22 = 2559 

— 5m + Sx + 7y + 3z = 1595 

— 7u + Ux — 32/ + 5^ = 2157 
finbet man bie abgeleiteten ©leid^nngen 
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§. 9. 53cfonbere ^nflöfung utiBepimmter ©tei^ungcn. 273 

97a; + 53y + 2z = 19175 
135a; + 23y + ßz = 26541 
3907 + 34y = 7746 

35ic tefetc ©Icid^ung giebt hnxäf bic ©ubftttution x = 2p, y = '^q 

13p = 1291 — 17^, p = 99 — q — 4-^-^- 

^ = 1 + 13r 
SBei r = ift 5^ = 1, ;? = 98, dfo über]^au»)t 

a« == 196 — 34r, y = 3 + 39r 

2)urd^ biefc ©ubftitittlon erl^ält man au« bcr crftcn abgctciteten ©leid^ung 

2-^ = 4 + 123lr, r = 2s 
folglich 

a? = 196 — 68^, y = 3 + 78«, ^ == 2 + 1231« 
lOurd^ biefc (^ubftitution gicbt bie crftc gegebene ©(etd^ung 

4m — 2956s = 0, u = 739« 
ÜDa« gegebene ©Aftern ^at po\xtxt>t Slufföfungen bei 5 = 1, 2. 

7* eine lineare ©feid^ung mit m Unbelannten ift in ganjen B^^^n 
auflösbar, n^enn bie Soefficienten ber Unbelannten prim ju einanber 
finb. 2)ie SBert^e ber Unbelannten tperben mit §ülfe bon w — 1 
Unbeftimmten bargefteüt. 

®ei[t)te( 1. 5a? + 7y + 8^ = 50. 

5a? = 50 — 7y — 8z, X == \0 — y — z — ^^-^^ 

5 

2y 3z + 5i>, y = — ^^2p- ?-■=-? 

z = p + 2qf y = p — 3q, x =^ jO — dp + q. 

8öcnn 0?, y, z ^)ofitit) finb, fo finb a? + 3z = 10 + 79^ unb o? + 3y 

= 10 — 83' JJofitib, q liegt jtoifd^en — y unb +^ nnb l^at bie 

äBertl&e — 1, 0, 1. Sei 5^ = 1, p > 3 mirb o? negatit). 3lIfo finbet 
man j)ofitibe 3lnflöfnngen ber gegebenen ©leid^ung bei 

q =^ — \ jp = 
^ = p = 1, 2, 3 
a3eif»>iet 2. 15a; + 6y + 20z = 171. 
62/ = 171 — 15a; — 10z, y = 28 — 2a; — 3z — ^~ 



-'*.l 

■-'ü 



2z 



3 - 3aj + 6p z = d{p - ^~) 

X = 1 + 2q, z = 3p — 3^?, y = 26 + 5g — 10p. 

SSat^cT. I. 4. tXufl. 18 
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~''Trf%r< 



^i^ihva. 



!l)tc gegebene ©leid^ung l^at jJofitiDc SluflSfungen, tpenn x =^ ^ + 2q 



, 10 
unb y + Y^ 

26 



26 — 5^ })ofitit) finb, alfo q jnjifd^cn — ^ unb 



+ ^ liegt unb bic SBcrtl^c 0, 1, 2, 3, 4, 5 ^at. 58ei ^ > 3 tüivb 
z ober 3^ negatib. Slffo finbet man j)ofitlt)e 5luflöfungen bei 



1 

1 2 2 



12 3 

3 3 4 



8. Um ganjc x gu finben, toeld^en ganje Sßertl^e ber gekoc^nen 
i^unctiott 

cx"^ A^ dx -\- e 



y = 



entfpred^en, enttoicfelt man 



a^y . 



fo ba§ 



arr + 6 



aa? + 5 



== acx -j-ad — hc ■ 



a^e_+^52c_- abd 
ax-j-b 



{a^y — acx — ad -\- bc)(ax -[- 5) = a^e + b^c — abd. 

3ft nun a^e + Ä^c — abd \>\xx6) ^a^txi ber gorm ax -\- b tl^eilbar, 
fo ift (ie anä) burd^ ß(if)Un ber gorm a^y — acx — ad + bc tf}üU 
bar. 3)?an l^at bemnad^ unter ben üDibiforen t?on a^e + b^^c — aJ^z 
blejenigen au^jufud&en, loeld^e bie gorm ax + b l^aben, ober unter ben 
3al)Ien ber gorm ao? + 6 bieienigen, ttjeld^e in a^e 4- &2^' — aJ«? 
aufgei^n. 

öetfptet 1. y = J^_ g^ — 

9Kan finbet nad^ ber !I)ibifton (y + a; + \)(x 



3) = 26, fotglid^ 



X — 3 

y + X -{- 1 

X 

y 



1 2 13 16 

26 13 2 1 

4 5 16 29 

21 7—15—29 



- 1 

26 

2 

-29 



— 2 

— 13 

1 

— 15 



13 
2 

10 

7 



— 26 

— 1 

— 23 
21 



^ 'f^' f o 207+18 

Jeifl)iet2. 2^ = 5^-^ 



glebt (5y — 2) (5a; 

5a? — 3 
5y — 2 

X II 



— 3) == 96, folglid^ 

2 12 32 — 3 — 8 — 

48 8 3 — 32 — 12 — 

l 3 7 0—1—9 



48 
2 



y II 10 



1 
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§. 9. Seionbere '^uftSfutig unBefltmmtei ©Ut^ungen. 



275 



SSeifpiet 3. y = 



3a!» + 1 
2a:+ 1 



atebt (4y — 6x + 3)(2« + 1) = 7, fotgttd^ 
2a: + 1 II 1 
4y — 6a! + 3 1 7 

• a; I 

0. Um bie ©(etd^ung*) x« 
julßfen, fefee man 

,<* + «* 
topburd^ man 



7 
1 
3 
4 



— 1 

— 7 

— 1 

— 4 



— 7 

— 1 

— 4 

— 7 



-[- ^2 = 2» in ganjen ^ai)Un auf" 






<« — 

2» 



«* + »* 



finbet. üDcmnad^ finb bei rationalen w unb v 

u^ + v* 



a2 _ «2 



2v ' ' 2v 

rationate SBertl)e bon a?, y, z, toeld^e ber gegebenen ©teid^ung genügen, 
©iefe aaSertl^e genügen ber gegebenen ©teid^nng and^ bann, )penn man 
fie mit 2v muItipUcirt l^at; alfo finb bei ganjen u nnb v 

U^ i;2^ 2uv, w* + v^ 

ganje ^af)Un, n^eld^e ber gegebenen ©leid^nng genügen. 

§aben u nnb v ben gemeinfd^aftlid^en IDibifor m, fo ^aben u^ —v^, 
2iiv, u^ + v^ ben gemcinfd^afttici^en !l)ibifor m^. 

©inb u unb v ungerabc, fo finb u^ nnb v'^ ungerabc, u^ 4- t?2 
gerabc nnb m^ — t;2 burd^ 8 tl^eilbar, folglid^ bic SBertl^c bon x, y, z 
bnrd^ 2 t^eitbar. 

Um atfo SBert^e bon x, y, z gu erl^altcn, toeld^c einen gemein»* 
fd^aftlid^en !t)ibifor nid^t l^abcn, toäl^ft man für u unb v SBcrtl^c, toeld^e 
prim iu cinanber unb nid^t beibe ungerabe finb; j. S3. 
V \ 1 1..2 2 2.. 3 3 3.. 

w2 4 6.. 3 5 7.. 4 8 10.. 
ir 3 15 35 . . 5 21 45 . . 7 55 91 . . 
y 4 8 12 .. 12 20 28 .. 24 48 60 . . 
z 5 17 37 . . 13 29 53 . . 25 73 109 . . 



*) ^ie ^t^tl^agoreif^e ©lei^ung, beren ^uflöfung Eucl. X, 29. Lemma 1 att^ 
9 jebcn ij!. ©aß bic (Steigung a^ -{-y^ ^ z^ für n >> 2 in ganun S^^'&^cn nid^t 
a flößbar fei, bag- alfo bie @utnme toon jtoei nten ^otenjen eine nte^otenj vx^^i fein 
finne, l^at getmat bewerft (Observ. ad Dioph. Arithm. JI, 8). 6in allgemeiner 
« »ei« biefer ©emertung i|l aur 3cit ni(i^t betannt. 

18* 
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276 , %iQibxa. 

Sic man oud^ u unb v mälzten mag, fo tft eine ber ^^f)Un x, y 
butd^ 3, eine bcrfetbcn burd^ A, ferner eine ber '^a^tn x, y^ z bnxä} 5 
t^eitbar, mitl^in bä« ^rpbuct xyz hnxdf 60 tl^eitbar*). 

Setoei«. 9iad^ bem SKobnl 3 congruiren bie ^a^m mit einer 
ber ^a^tn 0, +1, nnb bie Quabrate mit o, 1. 3ft nun tpeber u 
nod(^ V bnrd^ 3 tl&eilbar, fo ift m^ — v^ burc^ 3 t^cilbar. 

SS3enn u ober v gerabe ift, fo ift 2uv hnxä) 4 ti^eilbar. SQBenn tt 
unb V beibe ungerabe finb, fo finb x, y, z burd^ 2 t^eilbar, unb \x 
burd^ 4 tl^eittar. 

9iad; bem ü)ZobuI 5 congruiren bie '^<x\\t\\ mit einer ber 3^^'^" 
0, + 1, +2, unb bie Quabrate mit 0, 1, — 1. 3ft nun njebcr u 
uod^ V bur^ 5 tl^eit&ar, fo ift entioeber u^ — v^ ober ?<2 ^ i;2 i,m;c^ 
5 t^eitbar. 

10* !Dtc i^ormet a + 5a? + cx^ tarn bei rationalen SBert^en 
t>onxnid;t unbebingt ein Quabrat »erben**). SBenn aber in^befonbcre 
a ober c ein Quabrat ift, ober »enn bie gormet aU ein ^robuct pq, 
ober aU ein ©inomium p'^ + 5^^ barftettbar ift, ioobei p, q, r gunc^ 
tionen t)on a; erften ®rabe^ bebeuten, fo flnbet man geeignete rationale 
SBerti^e t»ün x auf folgenbem SBege. 

Senn a = a^, fo fefee man a'^ -{- bx -}- cx^ = («-]- w^)-, 

folgtid^ 

2aw — ft , of(c + w2) — 5« 
a? = ö- a + urr == ^^ 

aSenn c = y^.^ |o |efee man a + Ä»a: + ^^^2 ^ (,^ _j„ yjj)'2^ 
fotgti^ 

a — u^ , y(a + w2\ — j^ 

^ = äy^r— 6 « + y* v^ fi — 

2Benn 6'^ — 4ac ein Quabrat ift, fo !ann a + i:r + cj;^ a(^ 
S)ifferenj bon 2 Quabraten, mitl^in at^ ^robuct bon 2 Functionen Don 
a; erften ®rabe« bargcftetlt toerben. ©efet man nun 

(/ + gx){m + no?) = u^{j + ^^)^ 
fo n)irb 



*) Frenicle sur les triangles rectangles en nombres 1676 prop. 26— SO 
(Anc. Mem. de Paris t. V). Gerg. Ann. 20 p. 212. Svellc % 5 p. 386. 
**) SBevgt ©uUr Introd. I §. 50 imb Algebra II, 2. 
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§. 10. Se^rfä^e bott ben algeBtaifd^ett guttctionen. 277 

SBcnn a + bx -{- cx^ = p^ -{- qr, tporm p, q, r guiictionen 
i)on X crften (Srabc« bebeutcn, fo fc^c man 

p'^ +• gfr =3 (p + qu)^ 

uttb bered^nc a: auö bcr ©Idd^ung crften ®rabe« 

r = 2pu -|- S'W^ 

11* !Dic tran^fccnbentc ©Ictd^ung xy = y^ !ann mäf guter 
(Introd. II. §. 519) baburd^ rebucirt tperben, bag man y = ux fefet. 
Durd^ biefe ©ubftitutlon erhält man bie ©(eid^nng (a'^y = (uxY, toetd^e 
in realen 3^^^^^ ^^ = ^f ^''"^ = ^ fli^J^t- Solgtid^ genügen 

JL J_ 

ber gegebenen ©leid^nng. Um biefelbe in rationalen 3^Wen aufjuKfen, 
fe^t man u 



•=^ 


uttti erholt 




'=('+!)' 


y==l 




1 2 

2 (f)2 
4 (1)' 


3 



§. 10* Se^rfd^e t)Ott ben algebraifc^en 
gunctionen, 

!♦ SBenn ber SBertl^ /W einer gegebenen ganjen Function nten 
®rabe« bem SBertl^ x ber SSariabten entfj)rid^t, fo ift bie !I)ifferenj 
/W —• fif) burd^ bie entfj)red^enbc ÜDifferenj x — t tl^eitbar. ©er 
Quotient ift eine ganje gunction (n — l)ten ®rabe« *). 

83 e n) e i «. 2luö ben SBertl^en 

finbet man burd^ ©ubtracrion 

x-t — ""-^r^T + ^-1 x-r + • •• 

5«un ift x^ — t^ burd^ x — t tl^eitbar (SlKgem. Slrit^m. §. 12, 5), 
fotglid^ u. f. to. ÜDer Quotient 



*) 2)tcfe (gnrcttetung bc« ©afee« öon^bcr 2:]^ctl6ar!cit bcr S^iffcrcnj x^-^t^ 
bur^ a; — « lomtnt im Einfang be« 17ten Sal^r^f. öor. SDeScarte« Geom. III. 
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atgetta. 



n 



a: — t 



+ Vi 



• n 



+ . . 

tft eine f^mmetrifd^e ganie Function Don x unb t (§. 2, 11), mtb 
loirb enttoeber mäf fteigenben ^otcn^en bon t georbnet 

+ (a^;r-2 + fl^_^ajn.3 + _ .|. ^^^ _^ ^^)^ 

ober mäf faöenben ^otenjen bon a? 



+ ^^ + ^0 



toobei bie fucccffibe Sered^nung bcr So^fficienten 



b . = a 
n-l n 



n-2 



n-3 



= V2 + K-2^ 



u. f. to. am 6equemften tft. 2ln« ber 3bcntität 

/W == (^.lO^^-^ + . .)(^ - + /(O 

erfennt man bei x = 0, bag /(O = «0 + *o^- 

öeif<)iere. SBenn /(x) = aa;^ + bx^ + ca;^ + c?a? -f e^ fo 
l^at man 

/W — f(t) 

^ _^ = a(a:3+ a;^^ + xt^ + <») + h(x'^ + ^* + J^^) 

+ c(aj + + ^ 
= ax^ + 5a?2 + ca? + rf + (ax'^ + Äa; + c)< 

^ SBenn /(a?) = ea?^ — igo^s -}- I3a?4 .- 2i)x^ + 48x2 _ ^6^ 
fo ift f(x) — /(4) burd^ a; — 4 tl^eilbar. . ÜDer Quotient loirb, lüeit 
*5 = 6, ^4 = — 19 + 6.4 «. f. h)., mi^ folgenbem @^ema 
bered^net: 

6—19 13—20 48 0—16 

24 20 132 44 8 1984 7936 

6 5 



/(^)-/(4) 
X — 4 



33 112 496 1984 7920 
6ai5 + bx^ + 33a;3 + 112a;2 + 496a? + 198 
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§. 16. ScW^^c Don bctt algcBratJd^ett guttctionen. 279 

3ufllcid^ finbct man /(4) ^ — 16 + 1984 . 4, unb bemnad^ 

-^^^ = 6ajs + 5^4 + 33073 + ii2a:2 4, 496^ + 1934 jl -Zi^O 
a? — 4 . X — 4 

2* Um bie ganjc Function /(a;) in bcr 5Kä]^e bcö 3Bcrt]^e« f(t) 
ou^jubrüdcn b. 1^. mäf ftcigcnbcn ^otenjcn öon x — t ju entoicfefn, 
lann man x — t + y fcfeen unb bic Ottcbcr bcr 5ßotcnjcrf biefcö 
Sinomtum (§. 23) orbncn. 3n jiebem fleflcbcncn gattc ift c« einfädlet, 
nad^ bem gcjcigten SSerfal^ren bic SRctl^c bcr Quotienten 

}u 6ete(i^nen, tooburc^ man er^n 

f(x) = f(t). -{-(x—t) /,(aj), /,(a;) =/,(<) -{-{x — t) f^{x) u. f. tp. 

arfo 

f{x) = /(<) + (x — <) /,(<) + (x — <)^ /^(x) u. f. to. 

S3eift)ier. /(a;) = «< — 2x^ + Sa;* — 3a: + 12 »irb m^ 
fteigenben ^otenjen Don a; — 2 enttttdett tele folgt. 



1 


— 2 


5 


— 3 


12 




2 





- 10 


14 


1 





5 


7 


26 




2 


4 


18 





26 = /(2), a;» + 5a; + 7 = fy{x) 

"2 9 2h = /,(2) a:2 + 2a: + 9 = /jCa:) 

2 8 



1 4 17 = /j(2) a; + 4 = /sCa:) 
2 

1 6 = /•3(2) 

f(x) = 26 + 25(a: — 2) + 17 (a; — 2)« + 6(a: - 2)» + {x - 2)« 

anmerlung. S)iefe entwWctung fliebt ju ertenncn, ob f{x) —f{t) 
bttrd^ eine ^otenj »on x — < tl^eifbar ift. SQBenn /,(<) = ift, fo 
ift f(x) — /(<) burd^ (a: — 0^ t^eitbat. Sffienn f^it), f^(t) nutt finb, 
fo ift fix) — fit) burd^ ix — t)" tl^eilbar. U. f. to. 

3nbemman/(a!) a!^ + 8a!* + 21x8 _|_ 143,2 _ 20a: — 24 mcSf 
fteigenben ^otenjen bon x -f 2 enttoidett, 
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8 21 14 —20 —24 

2—12—18 8 24 



1 


6 


9 


— 4 


— 12 




— 2 


— 8 


— 2 


12 


1 


4 


1 


— 6 







— 2 


— 4 


6 





12—3 

erfennt man, baß /W = (a? + 2)^ {x'^ + 2a; — 3). 
8* SBcnn bie gunction wtcn Orabet 

bei a; = a ituH ift, fo tft fie bei bctiebigen x burd^ eine 5ßotenx öon 
a? — « tl^eifbar (2). äscnn bicfe ^Potcnj bie Uz tft, miti^itt /(ar) burd^ 
ba« ^robuct i)on (a; — a)^ unb einer ganjen i^unction g{x) barptettbar 
ip/ fö f^8* iHött bon/(a;), Daßfi^ ^^i ^ = « Afad^ nutt ift, unb a 
l^eigt eine ^fad^e SSJurjet ber (Steid^ung /(a;) == 0. 

SaSenn ferner f{x) M x ^ ß fifad^f nuö tft, fo muß g{x) bei 
a? = /3 jiAf ad^ nuö fein, mitl^in burd^ {x — ß)f^ tl^eilbar fein. 5ltfo ift 
fix) Wxäf baö ^robuct (a; — «)^ {x — ß^f^ mit einer ganjen gunction 
Ä(a?) barfteübar. U. f. ». 

SBBenn bie. Function nten (Srabe^ bei n gegebenen SQBertl^en ber 
aSariablen nuU ift, Afad^ bei a; = «, ftfad^ bei a; = j3, . ., [o ift fic 
burd^ baö ^robnct ber n gactoren x — a, x — ß, . . tl^eitbar. Slfö 
Quotienten ber ÜDibifton finbet man ben l^öd^ften Soefficienten a^ ber 
Function. 

SBenn bie gwnction nten (grabe« bei mel^r atö n gegebeiten SBer* 
tl^en ber aSariablen nuü ift, fo finb il^re Soefflcienten nuü, bie gunction 
tft ibentifd^ nuU b. 1^. bei beliebigen x*). J)eitn unter ben gactoren 
bee ^robuctö f{x) = a^{x — a)^ (x — ßT . . finb nad^ -b^r 35or^ 
au^fefeung nid^t nuU ber jtoeite unb bie fofgenben; atfo ift «^ = bie 
notl^njenbige Öebingung, unter ber bie gnnction bei einem bon «, /5,.. 
Jjerfd^iebenen SBertl^ ber SSariablen nuö ift. 9iun ift bie gunction 
(n — l)ten ®rabe« ^n-i^"""^ + . . bei mel^r afö n — \ gegebenen 
SBertl^en ber SSariablen nutt, atfo tft a^^^ = 0. U. f. to. 

!Demnad^ toirb eine gunction nten ©rabed burd^ n SBertl^e ber 
SSariabten, bei benen fie null ift, beftimmt bi« auf ben Ijöd^ften Soef^ 
ficienten a^ b. 1^. fie ift burd^ ba« "ißrobuct bon n beftimmten gunctionen 
erften ®rabe«, bie nid^t alle bon einanber öerfd^ieben ju fein braud^en, 

*) ^ciVi6:t\i Anal, algebr. c. IV, 1. (Sine 5(nhjenbung biefe« ©a^c« ifl OTg. 
5lnt]f>ra. §. 32, 2 gcgeiben toorbcn. 
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§. 10. Sel^rfä^c i)on bctt atgcBraiWett guncttonen. 281 

mit einem Don ber S5ariaMett unaBIfängtgen beliebigen gactot a^ auf 
nid^t mel^r ate eine 9[rt barfteßbar. 

ÜDie nid^t tbentifd^c ©leld^nng nten ®rabe^ f(x) = ^ai nid^t 
mel^r at« n aBurjeln* ©a§ fie tDirlHd^ fobiel SBurieln l^at, loav fd^ioie* 
rtger ju erfennen* @. unten (15). 

?lnmer!ung. SBenn bie Soefficienten a^f a^_^f .. real, t unb «' 
conjugirt comj)te5 finb, fo finS /(O unb f{t') conjugirt comptej, unb mit 
/(O ift augteid&/(^') nuü. üDann.ift {x — 0(a? — *')/ bie^Rorm bon 
a? — < (31% Slritl^m. §. 16, 7), ein realer !I)ibifor jtoeiten ®rabe^ 
Don f{x). 

k. Slu^ ber 3bentität (3) 

/(«) = «n^^ — ofi) . . (a? - wj = a^a^ + «n-i^"""^ + • • 

erfennt man, baß bie ©leid^ung f{x) = o bie SBurjetn 0?^, . ., «^ ^at, 
unb ba§ 1 unb bie ©itmmen ber ^robucte oen je 1, 2, 3, . .hinter 
ben mit — 1 multi})ticirten SBurjeln ju einanber ber {Reil^e nad^ fid^ 
berl^atten, mie bie ßoefficienten a^, a^_j, a^.g, . .*). 

SÖenjei«. !I)a« ^robuct (x — a^) , , (x — aj giebt 

^n + e^x^-i + c^x^-^ + _ 4- c 

menn buTd^ C^ bie Summe ber ^robucte bon je fc unter ben ®rögen 
— «1. —«2/ — bejeid^net toirb (Slttg. Slrit^m. §. 27, 1). 2l(fo ^at 
man a^^Cj^ = %_y^ in gotgc ber 3bentität (§. 4, 1), miti^in 

1 : q : Cg : . . = «^ : a^^, : «n:2 - - 

Seifpiet. Sejeid^net man eine eigentlid^e nte SBurjet ^on 1 burd^ 
Q, fo finb q'^, q^, . . , q"" bie übrigen nten SBurjetn bon 1 (?lBg. Slritl^m. 
§. 18, 9). ©al^er l^at man 

X^ 1^= (X q)(x Q^) , , {X — Q^^) 

Q + ^' + . . + ^^ = 0, (- 1)>?2 . . ^n == _ 1. 

35ie ©umme ber wten SOSurjeln bon 1 ift 0, il^r ^robuct (— l)^-i. 

S)ic burd^ bie Soefflcienten a^, «^.1, . . rational ausbrüdbarcn ® rügen C,, C^, . . 
finb fbmmetriWe gunctionen ber ©rögen — «i, — «2, • • (§• 2, 11). ^an \)ai 
bemertt, bag jebe f^mmetrifd^c ganjc gunction berfellbcn ©rögen bur(j^ jene (Soef= 
ficienten rational au^gebrürft lüciben fann; in^Befonbere tourbe bie @umme il^rer 
ÄJten ^otenjen rccurfiü angegeben i>on S^ietoton Arith. univ. p. 192 ed. Lugd. 
SSergl. dnlti Opusc. var. arg. 11 p. 108, Mem. de Berlin 1748 p. 234, unb 
anbcrtoSrt«. 3nbe^)cnbente ^usbrüde für bie ©umrne ber 2ten, 3ten, 4ten ^otenjen 
fommen friH>er »or bei ©irarb 1629 (Älüget mat^. SS. I p. 56). 



*) 2)iefer @a^ ift in ben einfaMcn gäüen bon Sarbano, umfaffenber bon 
$ieta am ^nbe ber ^^rift de emendatione aequationum angemerft tvorben. 
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8. üDic guitction x^ — l ift nuü 6ci x = e'^ {Mg. Slrit^m. 
§. 31, 12), tocnn m eine gcrabc ^af)i tft, 'Dief^r äßert^ ift nbeutig, 
alfo fjat bic gegebene gunction n ijerfd^iebene ©tijtforen erften Orabet 

(3), bte au« x — e~^ entfpringeu, toenn man ?« = 0, + 2, + 4, . . 
fefet. 5Run ift 



/ .m^W . myr\ 

[x — c* n j \aj = e"' n j = a;2 — 



2x cos — +1 
n 



folgßd^ l^at bie gegebene guncHon !Dlbtforen xmeiten (Srabeö, bic au§ 



x^ — 2a; cos—. + 1 entfj)ringen , mm man 



2, 4,6, . . fefet 



3u biefen SDibiforen !ommt ber 5DiDifor erften ®rabe« x — i (m = 0), 
nnb bei gerabem n ber !©tbtfor erften ®rabc« a; + i (m = n). 

ÜDic Function a?^ + 1 t>erfd^U)inbet bei a; = e'ir, n^enn w eine 
ungeripbe ^a^l ift. Sl&re ÜDibiforen jtociten ®rabe« entf<>ringen aM 

x^ — 2a: cos ^ + 1, toenn man w = l, 3, 5, . . fefet. 3u biefen 

lommt bei ungerabem n ber ©i^ifor a? + i (m = n). 

35ie Function ot^"" — 2a;^ cos « + l l^at bie 2Di^iforen x"" — c»« 

unb x"" — e-K SKun ift x"" — c'« burd^ x — e'"T~ tl^eilbar, unb 

.«+m7r 

a; — 6-i« burd^ o; — e"~T~ tl^eifbar, n)enn r» eine gerabe ^a^l be^ 
beutet. $Die n Derfd^iebenen ÜDibiforen jtoeiten @rabe« ber gegebenen 

Function entf<>ringen aM x^ — 2a; cos ^ "^ ^^ -f. i^ ^ej^ ^n^^ m = 0, 

2, 4, . . fefet. 

3)ie gotmcl a;^ — 2a? cos y + 1 bebeutet ba« Ouabrat ber @cite eine« 2)reie(f«, 
in tt>eld^em bie beiben anbern <^eiten bie Sängen x unb 1 l^aben unb ben Stufet 
einfÄließen, ber bem Slrcu« (p entf^srid^t. S)a^et fönnen bie quabratif^en 2)it>iforen 
ber gunctionen 

x"" — 1, a;^ + 1, a^ — 2a;^cosa + 1 

\)nxö) Sl^eilung bed Greifes ober eined ^eidbo^end in n gleite X^eiU conftruirt 
toerben, nnb fle pnb in ber X^at juerft geometnf^ tor ber SinfiH^rung ber ^otenjen 
mit imaginären (Sjc^onenten borgeflettt »orben, bie 2)it)iforett toon x^ — X unb Don 
x^ -\- 1 bur^ (SoteS (Harmonia mensurarum p. 114, Op. posth. 1722), bie 
2)it)iforen i)On x^ — 2a:^cosa + 1 burd^ SWoiöre 1730 (Mise. anal. p. 22). 

6, Sine irrebucibte gebrod^ne gunction (§.2, 7) ü)irb null, toa 
i^r ^af)kx null toirb, unb unenbtid^, n^enn il^r 5Kenner nuB tt)irl 
fie ü)irb alfo (3) burd^ bie SBertl^e ber SSariabten, bei bencn fic nu 
unb bei benen fie unenblid^ ift, beftimmt bi« auf einen bon ber SSariabt 
unabl^ängigen gactor. 
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§. 10. Sd^rfSfec tjon ben algebraifd^en gunctionen. 283 

SBenn Ui x = a ber aienncr bcr gebrod^ncn gunction Afad^ miü, 
miifjin bic gebrod^nc gunction X^acS) uncnblid^ ift, fo lann man bon il^r 
einen kftimmten ed^tgebroci^nen ^artialbrnd^ aWiJfcn, beffen 5Renncr 
(x — a)^ unb beffen S^äljUx enttoeber bon x unabl^ängig ober eine 
ganjeSwnction bon x tft, beren ®rab ben Aten ®rab nid^t erreid^t. 
3u btefem ^'ti>td enttoideft man (2) nad^ fteigenben ^otenjen bon a? — « 
ben ^ai)kx unb ben 9?enner, unb burd^ 5Dibifion bie erften X ©lieber 
be« Quotienten, meldte ben gefud^ten $artiat6rud^ bilben. Uebrig bleibt 
ber Srud^, beffen ^ciifltv ber 9teft, beffen Slenner ber SDibifor ift, unb 
ben man auffteöt, toenn bie gegebene gebrod^ne gunction in nid^t mel^r 
oW 2 ^artiatbrüd^e jertegt tocrben lann ober fott. SBenn ber 9ieft 
nid^t in Setrad^t !ommt, fo genfigt bie (Snttoicf elung biö jur (A — l)ten 
5Potenj. 3- ®- ^i^ gebrod^ne gunction 

2x + 1 
(x + 2)3 (x + l)a;2 

toirb unenblid^ 3fad^ bei a: = — 2, l^aäf bei a? = — 1, 2\aäf bei a; = 0, 
unb beftel&t be^^alb au« 3 "^artiatbrüd^en ber 5Kenner (x + 2)3, x+{, x\ 
of}m eine l^injutretenbe ganjc gunction, n^eit bie gegebene gunction 
ed^tgebrod^en i|i. 

!Die Snttoidefungen nad^ fteigenben ^otenjen bon x +- 2 = y 
geben 

- 3 + 2y ^ T + y + 16^ 

y\— 4+ 8y ~ 5y2..) y^ 

alfo ben ^artiatbrud^ 

g.2 + ^a; + 9 

(X + 2)3 

95on ben ßnttt)idfetungen nad^ fteigenben ^otcnjen bon a: + l = y 
merben nur bie erften ©lieber gebrandet. !Der "^artiatbrud^ be« ^Ren* 
ncr« a: + 1 l^at ben ^affUx 

^^^iipbet.+ l = 0, b.t.-l. 

©ie gntmidfetungen nad^ fteigenben ^otenjen bon x geben 

1 1 

1 + 2x ^ A. _ ^-^ "^ I 

"xHS 4- 20a; . .) ' x'^ + — 

olfo ben ^artialbrud^ 



+ 



16 



, 1 
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^arttalbrüd^c onbercr 5Kcnner fann bic gegebne gebroci^ne gunction 
nid^t cntl^atten, atfo f)at man ibenttfd^ 
17 9 . 21 



~/r2 



2 I 21 , ^ 1 I 1 



x^ 



= 



(x + 2)^(x + l)x^ (x + 2)^ ^ x+1 

®ie 3w^«9Wttg einer oebrod^nen gunctton in $artialbrü^e liegt bcr Sntegratioa 
rationaUr Differentiale ju ©mnbe, toeid^e Seibnij unb 3olE>. ©erttouUi gefnnben 
^aUn (Acta Erud. 1702-3). 2)ie 3ä$ler ber $artialbrü(^e hjerben Unear befiimmt 
bur^ bie ^ebingnngen, unter benen 

a.^x^ -{- a^x-{- aQ , fep . c^x-^Cq _^ 2a? -j- 1 

(07+2)3 '"aTfl "^ x^ (x + 2)^(x+l)x^ 

eine SbentitSt ijl b. f). aültig bei beliebigen x (§. 4, 1). 2)iefe« toon @uUr Introd. I 
§. 39 angetoanbte SSerfal&ren, tt)el(!^e6 au(^ bei anbern berechtigten (Snttoidelungen 
§ü(fe teiflet nnb ton 3) e8 carte« bei bem ^Jroblem ber iWomtalen (Geom. II) 
gebraust toorben toar, ^lat ben S'iamen „9Jietl^obe ber unbefUmmten (Soefficienten" 
crl&alten. Mgemeine gormein für bie S^W^r ber ^artiatbrii^e lourben burd^ 3)iffe* 
rcntialrcd^nung gefunben i>on Öuler Calc. diff. II §. 40 unb Sacobi 1835 de 
fract. simpl. p. 9. 2)a« obige SScrfal^ren loar burd^ @uler Acta Petrop. 1780 I 
p. 32 unb bie iöemerlungen toon ©ertin unb ^iU SreEe 3. 3 p. 150 angezeigt. 

7* SflSenn bie gebrod^ne Function bei einem conn^Iejen SBertf) ber 
aSariablen unb bei bem conjugirten" unenbtid^ tolrb, fo l^at fte gtoei 
conjugirt compU^t 5Partiatbrüd^e, beren (Summe reat ift unb bircct 
bered^net h)erben lann. !Dte gebrod^ne gunctlon 

/W ^ i^ f(x) 



(^2 + 4o: + 5)3^(0;) "• " [{x + 2)2 + 1]3^(^) 

Ujetd^c M X = — 2 + i 3fad^ unenbUd^ ift, n>irb nad^ ber @ub* 
ftitution a; + 2 = t/ burd^ 

y(y) 

(2/2 + i)^ %(!/) 
auögebrüdtt, unb tfer Jlenner unb ber ^af^kx mit x(— y) multiplicirt 
(§tU a. a. D.)- ^ic fl^nje gunction t{y)i{— y) entl&ätt nur gcrabc 
^otenjen bon y, tbeit pe bei ber 33ertaufd^ung Don y mit — y unber^ 
änbert bleibt, unb iDtrb burd^ i^^Cy^) au^gebrüdEt, h)ä]^renb bie ©lieber 
x>oxi (p{y)%i—y) in yFQ/'^) + Giy'^) fid^ öertl^eiten taffen. 35al&er 
beftel^t bie gebrod^ne gunction an^ ben ©liebem 

y H 



(y^ + l)^t/^(y^) ^ ^ (2/2 + l)^t/^(2/*^) 
bon benen man toie oben bie ^artialbrüd^e 

(y2 ^ 1^3 ^ -^ (y2 + 1)3 ~ (y2 + 1)3 
ablöfen lann. 
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§. 10. Sc^ivfSfte öon bcn atöcbraifcj^en gunctionen. 285 

y^ — 4y + 5 ^ — 4y + (y' — 5y^ + 30) 

Q/' + D' Q/^ — 4t/ + &) {y^ + 1)3 (y* — 4y2 + 36) 
unb nac^ ftcigcnben ^otenjen tjon y^ + 1 = ;2 enttoidcft 

1 , 36 — 7^ + ;e2 



^3(41 — 6^ + z^) ' ;5»(41 — 6;? + ^2) 
2)a]§cr l^at bcr "ißartiatbTud^ be« 9lenner^ ^^ ben ^äf^kx 

. / 1 , 6 . 5 gX , 36 71 221 , 

- ^41 + 4P^ "" ÄT^'J + 4l - 4P^ - 4T3^" 
eine Function 5ten ®rabe^ bon a?. 2Der "ißartialbrud^ be^ Slenner« 
aj2 + 2 f)at bcn 3a^tcr 
( ^2 4,i)(^s_ 4a; + 5)3 -200^+2 61 

Slnmerluug. S33enn bie ganjen gunctionen f(x), g(x), h(x) 
gegeben finb, fo ejiftirt ein beftimmter SIKuttiplicator M ber Slvt, bag 
f{x) — Mg{x) burd^ Ä(;r) t^eitbar ift. Sluö ber ®ebingung 

f{x) - Mg{x) _ __/(a?) M__^ 

h{x) - ^^^^' ^•'- ^(i;)Ä(a;) Ä(^)-^(,r) 

ertennt man, baß bon ber gebrod^nen Function 

^(a?)Ä(j?) 
ber "ißartiafbrud^ be« 5Wenner« h(x) abiuföfen ift. !Der ßä^Ux biefe^ 
(nac^ Umftänben au« mel^rern ^artialbrüd^en jufammenxufefeenben) 
^artiatbrud^ö ift ber gefud^tc aKuttipIicator. 

8* I. SBenn g(x) unb h{x) ganjc gunctionen mit ganjen Sbef* 
ficlenten bebeuten, unb menn in ber gunction g(x) h(x) alte Soefficienten 
burd^ bie ^rimjal^t p tl^eilbar finb, fo finb enttoeber in g{x) ober in 
h{x) attc Soefficienten burd^ p t^eitbar. ©« fei 

g{x) = ^0 + h^ + ^2«^ + • *f h{x) = Co + c^x + c^x^ + . . 

SBennpin&o, h^, .., h.^_^ aufgellt, aber nid^t in &.,, toenn ferner p in 

ift in g(x) h{x) ber ßoefficient bon x^^^ 

• • + ^-i^k+i + ^^k + ^+i^k-i + • • 
burd^ P nid^t tl^eifbar, gegen bie 33orau6fe(}ung. Sllfo finb entmeber in 
g ix) ober in h (x) aüe Soefficienten burd^ p tl^eitbar. 
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II. SBenn 0{x) unb H{x) ganje Functionen bebeuten, in tüdd^eii 
bic l^öd^ften ßoefficicnten 1 unb bic übrigen ßoefficienten rationat finb, 
unb toenn in ber Function 0{x)H{x), bcven l^öd^fter Soefficient 1 ift, 
bie übrigen Soefficienten ganj finb, fo finb in 0{x) unb H{x) bie 
übrigen Soefficienten ganj*). 5Denn man fann 0{x) unb H{x), toenn 
in il^nen gebrod^ne Soefficienten borlommen, burd(| ben qitxi unb ben 
rten S^l^eil ganjer Functionen g{x) unb h{x) mit ganj^en Soefficienten, 
alfo G(x)H{x) burd^ 9{x)h{x) : qr au^brüden. 5Dtefe gunctton ^at 
nac^ ber SSorauöfe^ung ganjc Soefficienten, b. 1^. iebc in qr aufge^enbe 
^rimial^t t^eitt in g{pc)h{x) atte Soefficienten, mithin (I) t^eitt fie 
enttoeber in g{x) ober in h{x) alte ßoefficienten. SBenn man bur^ alle 
in qr aufge^enben ^rimjal^ten fucceffibe entmeber g{x) ober h{x) \>voU 
birt, fo bel^ätt man enblid^ 0{x) unb H{x) mit ganjen (Soefficienten, 

III. SBenn bie ganje Function f{x) mit ganjen Soefficienten, bereit 
t;8d^fter 1 ift, tl^eitbar ift burd^ eine ganje Function mit bem ^^\im 
ßoefficienten 1, fo finb in biefer bie übrigen Soefficienten nttf;t gebrochen 
(II), fonbern enttoeber ganj ober irrational. 3n6befonbere finb 
bie SBurjeln ber ©teic^ung f\x) = enttoeber ganj ober irrational. 
3n ber Sil^at, toenn a^_^, a^_^, . . ganj unb r, 5 retatibe ^rirnjal^len 
finb, fo ift 

(tT + ^-(^r + •' • = .-^ (t + «-^-^ + %.r-'^ + • •) 

nid^t null, toeil r^ j^rim ju s, SSergl. ben befonbern F^ü 51% 3lrttl^m. 
§. 18, 7. 

Sine ganje F^^nction mit ganjen Soefficienten, bereu l^ßd^fter «^ 
ift, toirb bur^ baö "ißrobuct üon a^-^ unb einer ganjen Function mit 
gaujen ßoefficienten, bereu l^öd^fter 1 ift, au^gebrüdtt (§. 7, 1). 

SBenn eine ganjc Function mit ganjen Soefficienteu burd^ eine 
Function berfelben Slrt nid^t ti^eilbar ift, fo ift fie irrebuctbet. ©ine 
©leid^ung mit ganjen Soefficientcn ift irrebucibel, toenn feine il^rer 
SÖSurjeln einer ©leid^ung berfelben 9lrt niebern Orabet genügt. SSergL 
Slbet grelle a 4 p. 132. 

9. I. SBenn bie gauje Function f(x) mit ganjen Soefficlenten, 
bereu l^öd^fter 1 ift, ben gleid^gearteten ÜDibifor erften ®rabe$ x + a 
W, fo finb 

. . /(- 1) /(O) /(l) . . ^ 
ber ateil^e nad^ tl^eilbar burd^ 

. ., — 1 + a, a, 1 + a, 

*) ®au6 Disq. arithm. 42. Stfcnjldn Svcttc 3. 39 p. 168. 
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§. 10. ?c^rfä^c bon ben ül^t^xax\6}tn Functionen. 287 

Unb tt)enn eine blefer iElbiponcn nid^t aufgeH fo ift a^ + a fein !Dbifor 
ber flegebcnctt gunetion (5Kctpton'ö Sieget, Arithm. udIv. p, 37 ed. 
Lugd.). 

SEBcnn co + qa? •i-C2X^ -|- . , = (a -J- x)(bQ + b^x +^2^^ + *') 
ibentifc^ ift, fo f)at man 

^0 _ r ^1 — *0 _ Ä ^2 -- ^1 _ X 

unb toenn eine bicfer 5Dibifionen nic^t aufgellt, fo ift a + a? fein SJibifor 

t)on c<) + Cja? + . . (SeXOUt'ö Siegel, Elem. de alg^bre). 

S5eift)icL /(a?) = a;^ — 34a;3 j^ 29^2 + 212ar — 300 
/(— 1) = — 450, /(O) = — 300, /(l) = — 92 
©er ©Ibifor a; + 3 ift nic^t unmögti^ toeil 3 in — 300, 2 in — 450, 
4 in — 92 aufgellt. 3l.ud^ finbet man 

-300 ,^^ 212 + 100 _. 
— g — *== — 100, ^ = 104, . . 

!Die ÜDiblfion burd^ a: + 3 giebt (1) 

1 0—34 29 212 —300 

-3 9 75—312 300 

1—3—25 104 —100 Ö 

ben Ouotienten x^ — ^x^ — 25a?^ + 104a; — lOO, bei metd^em ber 
iDlbifor a: — 2 nlö^t unmögtid^ erfd^eint. ©ie ©tbifion glebt 
1 —3 —25 104 —100 

2—2—54 100 

1 —1 —27 50 

ben Onotienten x^ — x^ -^ Tlx + 50, ber benfetben 5Dibifor l^at 
1 —1 —27 50 

2 2— 50 

1 1 —25 

Sttfo ift f{x) = (a: + 3)(a: — 2)^ {x^ J^ x — 25). 

II. SBenn f{x) ben !©ibifor 2ten ®rabe« mit ganjen eoefftctenten 
x^ + ax + b l^at, fo finb 

. • /(-2) /(-1) /(O) /(l) /(2) . . 
ber Sieil^e nad^ burc^ bie ©lieber ber aritl^metifd^en ^rogreffion 2ter 
Orbnung 

.., 4 — 2a + &, l — a + fe^ b, 1 + a + ft, 4 + 2a + ft, .. 
tl^eifbar. 9Kan ftette je in eine ^txit bie um 4 t>erminberten SDi^iforen 
bon /(— 2), bie um 1 berminberten ©tbiforen bon /(— 1), bie ÜDiui* 
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foren Don /(O), bic um 1 t)ermlnberten 5DiDifoten bon/(l), bie um 4 
öetminberten ÜDiüiforcn Don f{2), u. f. to. SBenn e§ nic^t eine arit^- 
metifd^e ^rogreffion erfter Drbnung giebt, beren ®üeber in folgenben 
feilen anjutreffen finb, fo l^at f{x) feinen ©ibifor 2ten ®vabe§ mit 
ganjen goefficicnten. 

SÖenn fix, y) eine homogene ganje gunction mit ganjen ßoef^ 
ficienten ift, unb n?enn j. S9. ^^ + «^ + ^ in f{x, 1) aufgellt, [o 
gel^t x'^ + axy + by^ in fix, y) auf. SBenn bie l^omogene gange 
Function fix, y, z) mit gangen Soefficienten burd& bie Function ber^ 
felben Slvt gix, y, z) t^eilbar ift, fo finb ^(0, y, z), gix, 0, z), gix,y, 0) 
!5)it)iforen t)on f{0, y, z), f{x, 0, z), fix, y, 0). 2lu^ ben ©ioiforen 
biefet (entern Functionen !ann man bie möglichen gormen toon gix, y, z) 
erlennen. 9ien)ton a. a. O. Stairaut Eldm. d'alg^bre III. 

. 10, SQBenn fix) = a^^r^ + «n-i^""'^ + . . + «i^ + «o^ f^ 
lann bie 2)ifferenj fix ■\- u) — fix) ber Function nad^ fteigenben 
^otengen ber 3)ifferenj u ber S3ariaMen entmicfett merben (§, 1, 5). 
9la(^ bem ®inomialt^eorem (TOg. Slrit^m. §. 23) ift 

C-r — « + w)^ = (a? — «)^ + kix — a^-^u + , , 
a(iC — a + w)^ — a(x — «)^ = fca(a? — a)*^-^« -f- , . 

b. % bie Function a(^ — a)^ l^at ben S)ifferentia(quotienten 

kaix — a)^"^. 

ÜDurd^ Slnmenbnng beffetten SSerfal^ren^ auf aöe ©lieber ber ge* 
geBenen gangen Function finbet man ben ÜDifferentiatquotienten bon fix), 
ber bnrd^ f ix) begeid^net njirb, 

fix) = na^x''-^ + (n — \)a^_^x'^-'^ + ♦ • + ^ßg^ + «i 

eine gnnction in — l)ten ©rdbe^, ferner ben 5Differentiatquotienten 
bon fix), ttjetd^er ber 2te ÜDifferentiatqnotient bon fix) genannt unb 
burd^ fix) begeid^net toirb, 
fix) = nin - l)a^x^-^ + (n - l)(n - V a^^^x^'^ + • • + Sa^ 

eine Function (n — 2)ten ®rabeö unb burd^ 2 tl^eilbar. U. f. to. 
!Der 3te SDifferentiatquotient bon fix) ift (n — 3)tett ®rabe^ unb burd^ 
3! tl^eilbar, ber nte ift nla^ unabhängig bon x unb burd^ n! tl^eifbar. 
SBenn bie Function fix) in ber ytixf)z bon /(«) burd^ eine Z(i\)^ 
(or'fd^e JReil^e b. 1^, burd^ fteigenbe ^otengen bon x — a auögebrüdt 
loerben fann (bergt. 2) 

fix) = Co + C^ix — «) + C^(x - «)2 + C^ix - «)3 + .. 
fo finbet man auf bemfetben äßege 
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/» = Ci + 202(0; — a) + dC^{x — a)2 4. _ 

/»=2.3C3 + . . 
atfo /•(«)= Co, /W=q, /» = 2C2, /» = 2.3(73, u. f. to. 
fotglid^ bic Slugbrüde ber ßnttoidetung^coefficicnten*) 

11* I. aaScnn bet a? «= a bte ganjc Function /(a?) unb il^rc ©if* 
ferentialquottenten bt« jum (A — l)te« nutt finb, )s>af)xmt ber Xtt nid^t 
nutt ift, fo finb bei beliebigen x bic gunction unb il^re ÜDifferentiat^ 
quotienten biö jum (A— l)ten burd^ "ißotenjen bon x — a t^eilbar, bie 
Function burd^ bic Mc "iPotenj, ber Ite SDiffcrentiatquotient burc^ bic 
(X— l)te, ber 2te burd^ bie (A — 2)te, . ., ber (X—l)k burd^ bie 
Ite, b. f). Ui X = et ift bie Function k\a6) mU, ber Ite 5Differentiat* 
quotient (k— l)fad^, u. f. tp. fo baß « eine Afad^c SBurjel ber ®(ei* 
dS^ung fix) = ift, eine (k — l)fad^e bon /{x) = 0, u. f. to.**). 
SDieg folgt unmitteftar au^ ber JTa^tor'fdl^en SRcil^e, burd^ tt>e(d(|e /(a:) 
au^gebrfidtt toirb. Sbenfo crgiebt fid^ (10) au« ber ©orau^fefeung f(x) 

= (jp — a)^(p{x) 

/(a?+w)— / (a?)=[(a?— a+w)^— (a?— a)^]9(a?+w)+(a;— a)^[9?(a?+M)-- g?(a;)] 
/(a?) = X(x — «/-! 9(0?) + (x — af q>\x) 

mitl^in bie 23^eilbarteit bon f{x) burd^ (o? — a)^-^ unb bie 3^(^flw«fl 
in ^arttatbrüd^c 

/(a?) a? — a "* g?(x) 
n. ©enn bei ben ©ertl^en «, ft . . ber SSariabten bie ganje gunc^ 
tion tne^rfad^ nutt ift, fo ift aud^ ber erfte ÜDifferentiatquotient nutt, 
atfo finb f{x) unb f{x) beibe tl^eilbar burd^ eine ganje Function bon 
X mit Soefficienten, bie im Sittgemeinen irrational finb. 35er größte 
gcmelnfd^aftlid^e ©ibifor, loeld^er bie ganje gunction f{x) mit rationalen 
ßoefficienten unb i^ren SJifferentialquoticnten f\x) t^eilt, ift eine ganje 
Function g{x) mit rationalen gocfficienten (§. 2, 7). SBcnn nun 



*) Taylor Meth. incrementonun 1715 prop. 7. 8etg(. Stirling Lineae 
3* ordinis 1717 prop. 3 unb Maclaurin Fluxions 1742 art. 751, Uocld^c auf 
Slai^tor $emg nel^men. 

**) SDtc X^eortc ber meWö^^n Surjeln einer ©leid^ung toar öor ber ©rflnbung 
ber 2)tfferentialred&nung i&on ^ubbe 1657 kgrünbet toorben. Epist. I, reg. 10 in 
©d^ooten'e neuer 5lu8gabe ton 2)e8carte8* ©eometrie. ^ergt ßuler Calc. diff. II* 
c. 9. 

^ikl^tx, I. 4. 9luf{. 19 
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290 «rgebra. * 

6ei X = a, ß, ., \>kf(x) X^a6), /»fad^v .. nuß ift, fo ift srC^r) toi 
f\oo) jugtetd^ (k — Dfac^, (f* — l)fa(i^, . . nuß. ©a^et ift /(x) : ^0 
eine flanxe gunctio« (^) mit rationalen Soefpcienten, meldte einfad^ nu: 
ift, toenn f(x) einfad^ ober mel^rfad^ nntt ift. 

SBenn femer h{x) bcr größte gemeinfc^aftlid^e 2)it)tfor öon g(x)\ 
unb g\x) ift, fo ift g(x) : kix) eine ganjc gunction (^) mit rationalem 
Soefpdenten, tt>e(d^e einfad^ null ift, toenn f(x) jtoeifad& ober mel^rfac^^ 
nuü ift. U. f. vo. 

(gnbtid^ ift p : q eine ganje gunction mit rationalen Socfflcicnten, 
metd^e einfad^ nnü ift, menn fix) einfad^ nntt ift; q : r eine ganje 
gnnction mit rationalen Soefficienten, toeld^e einfad^ nntt ift, toenn 
/(a?) gtoeifad^ nntt ift; n. f. to. 

/(.)=f(fy... 

ni. !t)a]^er ift eine ganje gnnction , toetdjie bei einem SBcrtl^e ber 
Variablen meH<^d^ nntt ift, rebncibet. SBenn bie ganje gnnction f{x) 
nnb il^r ©ifferentialqnotient fXx) bnrd^ eine ganje gnnction nid^t üibc 
tl^eilbar finb, fo finb atte SBnrjeln ber ©leid^nng /(a;) = i>on ein-' 
anber »erfd^ieben. 

la^ äßenn x im realen ®ebiet ftetgt, fo beginnt bie ganje gnnc* 
tion f{x) jn fteigen ober ju fatten, je nad^bem il^r ÜDifferentiatqnotient 
fix) ^)ofitit) ober negatit) ift. SBenn /(a) nnb f{b) öcrfd^icbene 3cic^en 
l^aben, unb /'(x) ba^ 3^^*^^^ ^^^^ toed^felt, toäl^renb x ben realen S33eg 
loon a bi^ b jurädtlegt, fo liegt auf biefem SBeg ein unb nid^t mel^r aU 
ein SBertl^ ber Variablen, bei bem bie gunction nntt ift (§. 2, 5). 

gin realer SOSertl^ x ber SSariablen, toeld^em t)ofitiDe SSBert^e ber 
ganjen gunction f(x) unb aßer il^rer ©ifferentialquotienten entf})red&en, 
ift eine obere Orenje ber realen SBurjeln ber®le{c^una/(a:) = o 
(5Reti)ton Arithm. univ. p. 194 ed. Lugd.). 3- ^' 

f(x) x^ — 2x^ — lOiT^ j^ 30x2 4- 63a; — 120 
f(x) 5a;4 — 8a;3 — SOa?^ + 60a: + 63 
\fXx) 10a?3 _ i2a:2 «_ 30a: + 30 
{f(}){x) 10a?2 _ 8x -~ 10 
^mix) 5a? — 2 

S3ei o? = 1 ift bie tefete biefer Functionen t)ofitiü, aber m6)t bie bor* 
i^ergel^enbc. ©ei o; = 2 finb aud^ bie üorl^ergel^enben t)ofitit) nnb be* 
ginnen ju fteigen, »al^renb x Don 2 an ftetgt; mitl^in l^at bie ©leid^ung 
f{x) = Über ber ®renje 2 leine reale SBurjel. 

(Sine untere ©renje für bie realen SBurjeln ber ®Ieid^ung 
fix) == ift einer oberen ©renje für bie realen SBurjeln ber ©leid^ung 
(— 1)V(— i») = entgegengefefet gleid^. 3Son ben Functionen 
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§. 10. Sel^rfä^c Don bcn atgcl6raifd^en guncttoncn. 291 

x^ 4- 2a?4 — 10rr3 — 30a?^ + 63x + 120 

5a?4 4- 8ar3 _ 39^72 _ ßOa? + 63 
10a?3 + I2a?2 — 30a? — 30 
10ar2 + 8ic — 30 

5a? + 2 

flnb bei a? = 1 bic 2 legten, bei x = 2 bie 3 testen, bei a? = 3 aßc 
pofitiD; alfo ift — 3 eine untere ®renje für bie realen SBurjetn ber 
©leid^ung f(x) = 0. 

13* Sei einer gegebenen Steil^e öon reaten 3<^^t^»^ beftimme 
ntan bie ^ti^tn ber Quotienten jebcr fotgenben 2fa^ burd^ bie nä<^t 
borl^ergel^enbe. SBenn unter biefen Quotienten v negatit)e fid^ befint>e« 
fo fagt man, bic gegebene »teilte ffat v äBed^fel (variations). 5Der 
ganjen Function f(x) fd^reibt man cbenfot^iel SBed^fet ju, atö bie JReil^e 
il&rcr ßoefficienten ffat 

I. SBenn « po^xü'o ift> unb tocnn {x — a)f{x), f(x), {x + tt)f{x) 
ber Weilte nad^ u, v, w SBed^fel l^aben, fo ift u — v eine t>ofitibe 
ungerabe ^oüfl, v — w ixoXi ober eine })ofitibe gerabe 3al)t. 

Setoeiö. 3n/(ar) = a^a?^ 4- . . trete ber erfte SBed^fetbei bem 
Soefpcienten a^ ein, ber jtoeite bei a^, ber (efete bei a^., toobei p, q, - • 
eine faßcnbc 9Jeü^ bilben. Dann i^oben in (x — «)/(xe) bie Soef* 
pcienten t)on a;^\ a;^^^ a?**^ ber SReil^e nad^ einerlei ^eid^n mit 
%' %f ^v ^^f^ P"*^^* ^^^ in (^ — «)/(ä?) bi« ya bem <5<)ef Renten 
bon x^^^ toenigftenö 1 SBed^fet, bi« ju bem ßoeffieienten iM>n a?^^* toenig* 
ftcnö 2f nnb bie ju bem Soeffirienten bon 0?*+^ toenijäften^ fobiet SBcd^ef 
atö /(a?) l^at. 9lad^ ber SSorauöfefeung ift a^ mit a^ bon einerlei 3^^^^"^ 
folglid^ giebt e« in (a? — ti)f{x) bid ju bem ©d^fu^glieb — aa^ toenig^ 
ftend einen IDSed^fel mel^r ate bereu /(a?) l^ot. 

^Dagegen finbet man in {x +- a)/(a?) biö ju bem Soefficienten 
Don a^^ l^Sd^ften« 1 SBed^fet, bi« ju bem Soefficienten »on x^^ l^iJd^^ 
ften« % unb bi« ju bem Soefficienten bon x^"^ l^Bd^ftenö fobief SEBed&fel 
ate bereu f{x) l^at. Unb nur in bem gaüe, ba^ bei bem Soefficienten 
Don x^^ ein iffied^fet nid^t ftattgcfunben l^at, tritt biß ju bem Qä^iu^^ 
gtieb nod^ ein SBed^fet ein. 

SDal^er finb « — t? — 1 , v — w nid&t negotib. aSJen« a^ uub 
«0 einerlei ^t\6)zn l^aben, fofinb v unb w gerabe, w ungerabe; toenna^^ 
unb a^ berfd^iebene ^tiä^tn i^aben, fo finb v unb w ungerabe, u gerabe. 
Sltfo ift immer u — v ungerabe, v — w gerabe. 

II. 2öen« bie Oteic^ung /(a?)=0 bie t)ofitiben SBurjetn «j, .., a^ 

19* 
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292 ^ttgcbto. 

Wf \o ift fix) = (o; — «i) . . U — a^)q>(x) uttb ^at ipenigftcn« 
k aaSedjifet (I). Umgctel&rt: 

!De«cartee' 5Reget*). SBcnn c« in f(x) v äBed^fel giebt, fo 
tarn bic ©tcid&ung /(o?) = nic^t mel^r alö v pofittte SBursetn l&aben. 
äBenn c« in /(— a?) v' SBe(^fet giebt, fo tann bic ©teid^ung f(x) = 
nxdft mtffx al« v' ncgatibc SBurjeln l&aben (pofitibe aBurjetn t>on 
/(_ X) = 0). 5Dic (Slcid^ung /(a;) = !ann xiid^t mzijx a(§ v + v' 
reale äBurjefn l^aben. 

3. ». /(a;) = aj3 + 3a; — 5 l)at 1 SBed^fel, /(— ^) ^at feinen 
SBed^fel, atfo !ann bie ®leid^ung /(ar) = ^öd^ftenö 1 po\xtiot unb 
teine negatiöe SBuriel l^aben. 3n ber X^at ift bie Diöatminante ber 
©teid^nng (—1)2 + 13=: 7^ pofttib. 

III. aaSenn unter ben Socffiricnten bon f{x) teiner nuü ift, fo 
gieW z^ n — v §Ri(j(^t*SBed^feI in f(x), toetd^en bie in f{—x) üor&an- 
benen SBed^fet entfjjred^en; bal&er ift v + v' = n. 

SBenn 2k fotgenbe Soeffidentcn in f(x) nutt finb, fo entl)ält t)on 
ben an ber Sude ftel^enben ©liebem ba^ eine eine gerabc ^^Jotenj üon x, 
ba« anbere eine ungerabc ^Potenj, alfo giebt biefc« ^aax enttoeber in 
f{x) ober in f{—x) einen SBedjifel. «nftatt biefeö einen SBed^fefö 
erl^ött .man in f(x) unb in /(— x) xufammen 2k + 1 SBed^fel, toenn 
man bie 8ü(fe burd^ 2k ©lieber mit toiülürlid&en Soefficienten au^füüt. 
!Demnad^ toitb bie ^a^ r + r' burd^ 2k ju n ergänjt, unb man ^at 
V -{- v' = n — 2k, 

S3Benn 2fc + 1 folgenbe ßoefficienten in f(x) nutt finb, fo ent^aüen 
bie an ber Sude ftei&enben ©lieber "ißotenäen Don x, bie beibe gerabe 
ober beibe ungerabe finb, atfo giebt biefe« "ißaar entioeber fotool^t in 
fix) ate aud^ in /(— x), ober in leiner bon beiben einen SBed^fet. 
5Dafür erl^ält man in fix) unb in /(— x) jufammen 2fc + 2 SBed^fet, 
menn man bie Südte burd^f 2fc + t ©lieber mit toitflürli^en Soeffi^ 
cienten auffällt. ä(fo toirb bie ^affl r -f- v' burd& 2k ober burd^ 
2fc + 2 ju n ergänjt, jie nad^bem bie an ber 8üdte ftel^enben ©fieber 
loerfd^iebene ober gleite ^tiä)tn befiften, unb man i)atv + v' = n — 2h 
in bem erften gälte, v+r' = n — 2fc — 2in bem anbern gatte. 

14* S5on ber ganjen gunction u ber SSariabten x unb il^rem 
IDifferentialquotienten u^ auöge^enb bitbe man burd^ fucceffibe 2)itji* 
fionen bie enbtid^e fiette (§. 2, 7) 

*) ^it^tatl, bereu ©rfinbung ^arriot öon Salti«, fieibm^ u. St. jugcfcbricbm 
toirb, toeld^e iebod^ in Patriot'« "iflaö^tai tcrgeblid^ Ö^fu^t toorben ift (Älügct 
inatl^. SS. I p. 50 ff. n tj. 435), tt>utbe ton 2) e« carte« Geom. III ungenau unb 
unbeiDiefen aufgeteilt. 2)te 53ertd(;ttgung, ben S^^^% unb ben SBetüciS berbanft man 
@au6 (fireUe'« 3. 3 p. 1). «ergl. Choquet et Mayer Algebre 392 f[. 
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U = Mj^i + Wg 


ober 


r = v^q^ — Va 


Ui = M2P2 + U3 




^1 == '^2^2 — ^3 


«*2 = HP^ + «*4 




t>2 = ^3^3 — ^4 


• • • • 

unb jtoar bte festere, inbem man 




• • ♦ • 


U U^ —U^ — W3 


W4 


«5 — "« — 


i^i — P2 1^3 — 


-1^4 


Ps — P6 


bcr JRctl^e nad^ burd^ 







Pl 



^i 92 9Z ' ' 

bejetci^nct. ©ie JReil^e ber ifuncttonen v, v^, v^, . ., v' l^eigt etnc 
©turm'fd^e JRci^e, j. ©. 

oj» — 2a? — 4, 3a:2 _ 2^ a: + 3, — 25 
SBenn ba« ©d^tuggtieb v^ »on a; unafil^ängig ift, fo ^ahtn v unb v^ 
feinen bon x abl^ängigen gcmeinfd^afttid^en ÜDit?ifor. SBenn v, in v^_^ 
öwfflc^^ fö ift t?, ber größte gemeinfri^afttid^fe ©it^ifor bon v unb vj. 
®ei einem gegebenen realen x f)at bte (Sturm^fd^e 9iei^e eine beftimmte 
aWenge SBed^fet (13), »eld^c nur bann pc^ änbert, »enn x einen ©ertl^ 
überfd^reitet, bei bem ba« 3lnfang«gtieb v nuö ift. 

I. SBenn x ben SBerti^ d burd^täuft, bei n^etd^em baö Slnfangögtieb 
V xiiäfi nutt unb ein SWittctglieb Vi nuü ift, fo bleibt in ber ©turm^ 
fdjien JReil^e bie SKengc ber SBed^fel unberänbert. 

©cioeiö. Unter ber ©ebingung v.(^) = ift jufolge ber Sette 
v^_^(ö) = — Vj+iC^) nid^t nuö, fonft toäre and) v(6) = gegen bie 
35orau^fefeung. 9Jad^ §. 2, 4 l^at fp{6 + h) bei l^inreid^enb Keinem h 
baffelbe 3^i^en n>ic q>(ö), ®omf)l Ui x = d — h atö audb bei 
X = ö + h i^aben bal^er v^^ unb v.^i loerfd^iebenc ^tiäfm, unb in 
bciben gäüen i^at bie ©turm'fd^e SReil^c biefelbe SKenge aBed^fet. 

IL ©enn x fteigenb ben SBert)^ « überfdjireitet, bei mefd^cm 
baö 5lnfangögUeb v nuö ift, fo berliert bie ©turm'fd^e Steil^e einen 
SBcd^fel. 

33 e loci 6. Unter ber aSorau^fefeung v = (x — a)^g{x) ift (11) 



V4 



^ 1 5^'W 



^ = —Z u 

V X — a g{x) 

bei a: == a ■— Ä uegatib, bei a? = « + A ^jofitit), toenn h l^inreid^enb 
Kein. ÜDal^er beginnt bie ©turm'fd^e 9iei^e bei x = « — ä mit einem 
SBed^fel, bei a: = « + ä mit einem 9?id^t*2Bed^fel. 

III. SBenn x fteigenb fc SBertl^e überfd^reitet, bei »eld^en ba« 2ln^ 
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fang«gttcb v mü tft, fo i>er{tcrt bic ©turm'fd^e 9?ei^e k SBed^feL Um* 
geteert: 

©turm'fci^er ©afe*). SBenn bic ju einer ganjen gunction ge^ 
l^örenbe ©turm'fd^e 9teil^e bei einem gegebenen SBert^ bcr SJariabten fc 
SBed^[el weniger ^at, al§ bei einem gegebenen tleinern 2Bert^ berfelben, 
fo liegen jtoifc^en ben gegebenen Orenjen k öerfd^iebene SOBert^c ber 
SSariablen, bei benen bie Function (einfach ober me^rfac^) null ift. 
B. SB. bie ©turm'fd^e SRei^e 

^3 _ 2x — 4, 3x2—2, a; + 3, —25 
l^at bei a; = — Qo, 0, +00 bejügtid^ 2, 2, 1 SBed^fel. Sllfo f)at bie 
©leid^ung x^ — 2x — 4 = nld^t me^r atö eine reale unb jmar 
eine j^ofttiüe SBurjel, nämlid^ 2. 3n ber Z^at tft i^re Di^criminante 
4 — ^\ »Jofitib. 

15. 35ie ^uncte ber (comfjleyen) SBert^e a, ß, y, . , ber 33ariabten, 
bei benen bie ganje Function f{x) Afad^, f*fac^, vfac^, . . null ift, b. 1^. 
bie ^uncte ber Afad^eji SBurjel «, ber fifac^^en SaSurjet /5, u. f. tt>. bcr 
©leid^ung f{x) = toerbcn burd^ A, B, C, , . beiei^net (9lllg. 5lrit^tn. 
§. 16, 7. 31, 11). 53}cnn ber (compiejcc; äBert^ x ber 35ariablen [o 
beränbert ttjirb, ba§ fein ^unct M auf ber 3<^^tenebcnc eine gefd^Ioffenc 
8inie einmal burc^läuft, fo befd^reibt ber "ißunct N beö entft)reci^enbcn 
SBertl^eö fix) ber Function eine 8inic, toelc^e cbenfaltö gefc^Ioffen ift. 
S)ie bon einer gefd^loffenen ßinie, toelc^e ftd^ felbft ntd^t fd^neibet, 
begrenzte gläd^e loirb eine ^tUt genannt (^lanim. §. 9, 10). ®er 
Perimeter ber 3^06 tt)irb fo burd^laufeti, baß bie 3^lte auf bem tinlen 
Ufer beö Perimeter« liegt; unb pofitibc SBintel »erben burd^ linlßum 
gel^enbe üDrel^ung befd^rieben. SBenn nun ber ^unct M ben Perimeter 
einer ßelte einmal burd^läuft, fo befd^relbt ber ©d^enlel SM SBinfet, 
beren ©umme ober 27t ift, Je nac^bcm ber ©d^eitel 8 außer ber 3ette 
liegt ober in berfelben. Ueber]^aui?t, toenn ber ^unct M eine beliebige 
gefd^loffene ii^nie einmal bur^tauft, mäl^rcnb bcr "ißunct S in einer 
i^rer Bellen rul^t, toetd^e ben ßoefficienten c l^ot, fo befd&rcibt SM 
SBinlel, beren @umme 2;rc ift. 

I. SBenn ber ^unct M ben "ißerimeter einer 3ettc burd^löuft, toelc^c 
feinen ber ^uncte Ä, B, C, .. enthält, fo befd^cibt ber SKobul beö 
entfpred^enben *^uncteö N SEBinfel, beren Summe null ift. 

Setoeie. I)ie gegebene ^tUt toirb in l^inreid^enb Heine ^eütn 
jerlegt SBenn M in ^inreid^enber Siäl^c be« ^ncte« bon t ben ^eri^ 

*) SBoti <Btntm 1829 ber ^aiifer Stcabemie mitgctl^cift. Ferussac Bulletin XI 
p. 419, Choquet et Mayer Alff^bre 427 ff. SSetal. bc« S5crf. 2)ctcrminanten 3te 
%nfi. p. 163. 
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mctcr FOHJF bcö bicfcn ^unct cntl^attenben 3^ttcnt]&ette einmal burd^* 
tauft, fo burc^täuft bcr ^unct N in betiebigcr Siäl^c be« ^unctc^ r 
»on AO eine gef^Ioffenc ßinic l. ©er SRuttpunct ^at unter ber 
©ebingung, ba| /(O nid^t nuö ift, eine enbUdöc ßntfernung bon T, 
unb toirb beöl^alb bon ber Sinie l ganj au^gefd^toffen. SHfo befd^reibt 
OiV' SBinlel, bereu ©ummc nuö ift. 

ggSenn M in l^inreid^enber Ställe be^ ^uncte^ bon u bcn Perimeter 
JHGKJ be« biefeu "ißunct entl^altenben ^eüent^cite burd&täuft, unb 
f{u) uid&t nuö ift, fo befd&reibt ON ebenfattö äßinlel, bereu Summe 
nun ift. SBeun ba^er M bie Perimeter FGHJF unb JHGKJ b. i. 
FGKJF unb JHGHJ burd&Iäuft, toenn er a(fo aud^ nur bcn Perimeter 
FGKJF burd^tauft, fo bcfd^reibt ON SBinlet, bereu (Summe nutt ift. 
U. f. u>. 

n. SBenn ber $unct M ben Perimeter einer 3eöe einmal burd^täuft, 
mefd^e bcn ^unct A unb feinen ber übrigen 3,0,.. entl^ätt, fo be* 
fc^reibt ON SBinfel, bereu Summe 2iik ift. 

®ctt>eiö. !J)ie gegebene 3ette »irb in l^inreid^enb Meine 3etteu 
ierlegt, bon »etd^en eine ben $unct A tnüfoit 3Benn M in l^inreid^enber 
5Wä]^e bon A ben Perimeter be^ biefeu ^unct entl^attcnben 3eüent]^eitö 
einmal burd^läuft, fo befd^reibt ber Sd^enfel AM SBinfel, bereu Summe 
2n ift, unb N burd^läuft in beliebiger 5Wä()e bon eine gefd&loffene 
ginie. 9iad^ ber 35orau^fefeung ift f{x) = (a: — a)^g{x) unb burc^ 
{x — a)*^(a) mit einem beliebig Keinen gel^ler auöbrüdfbar. Der 
SBiufel biefer 3a]^l übertrifft bcn SBinfel bon g{a) um ben SBinlel bon 
{x — a)^ b. t. um bcn Xfad^eu SBinfel bon x — a. Sltfo befd^reibt ON 
SBinfet, toetd^c Amal fobiel betragen ate bie bon AM befd^riebenen, unb 
beren Summe 'htX ift. 

ffienn M bie Perimeter ber übrigen 3eltentl^eile burd^läuft, fo 
befd^reibt ON SBinfel, beren Summe nutt ift (I), folglid& u. f. to. 

III. SBenn ber ^unct M ben Perimeter FGHF einer 3elte einmal 
burd&läuft, toeld^c bon ben ^uncten A, B, C, .. nur A enthält, fo 
befd^reibt ON SBinfel, bereu Summe 2nk ift. SBeun M ben Perimeter 
HGJH einer 3etle einmal burc^läuft, toeld^e bon ieucn "ißuncten nur B 
tnüfäü, fo befd&reibt ON SBinlel, beren Summe 2«f* ift. SBenu bal^er 
M bie Perimeter FGHF unb HGJH b. i. FGJHF unb GHG, ober 
nur ben Perimeter FGJHF, beffen 3elte bie ^uncte A unb B enthält, 
einmal burd^läuft, fo befd^reibt ON ffiinfel, beren Summe 27t {X + ft) 
ift. U. f. tx>. Umgefel^rt: 
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^an6t\)'9 (Saii*). ffienn auf ber äal^Ienebene ber ^unct 3f bct 
aSariaMen x bcn Perimeter einer gcgeBencn ^zUt einmal burc^täuft, 
unb ber entfpred^enbe ^unct N ber ganjen gunction fix), o^nc ben 
yintbpmct ju erreid^en, ftd^ fo bemegt, bag ber ©d^enlet ON SBinfet 
befd^reibt, bercn ©unimc 27tk i% fo ent^äü bie 3eüe k (getrennte ober 
vereinte) ^uncte ber SSariabten, bei toetd&en bie gunction nuü tft, b. ^. 
k (t>erfdS>iebene ober nid^t Derfd^icbene ^unctc Don) ffiurjetn ber ©letd^ung 

m = 0. 

SBenn ber ^unct bou 1 burd^ E, unb ber SSinfel EON tjon 
fix) = T -+- iü burd^ (p bejeid^net mirb, fo tft tang^ = U : T. 
SBenn 9 fteigenb (faüenb) bie SBertl^e «, 2?«, 3?r, .. überfd^reitet, fo 
gel^t tangy fteigenb (fadenb) burd^ au« bem negativen in§ tjofittüe 
®ebiet (auö bem J^ofiti^en in« negatitjc Oebiet). 2l(fo tann ber ©d^enfet 
ON nid^t aaSinlet befd^rciben, bereu ©umme 2nk ift, o^ne ba§ U : T 
mel^rmal nuü toirb, unb imar 2fcmal öfter fteigenb al§ faüenb. aWan 
lann baf)er aud^ (nad^ Saud^i?) jäl^ten, toieDielmal öfter fteigenb at« 
faüenb U : T nuü toirb, mal^renb ber $unct ber 35ariabtcn ben ^4?en^ 
meter ber 3eüe burd^Iäuft, um bie SDlenge ber in ber 3eüe -enthaltenen 
SBurjeln ber ©leid^ung f{x) = ju beftimmeu. 

IV. ®a\x^^ <S>a%. ßiuc ganje Function nten ®rabe0 /(x) tft 
wmat nuü bei getrennten ober t^ereinten SBertl^cn x ber Sßartablen* 
Sie ®Ieid&ung nten ®rabe« f(x) = l^at n SBurjeln, bie im 5lüge^ 
meinen aüe, bei befonbern Soefflrienten nid^t aüe toon einanber t)er* 
fd^ieben finb. 

S5ett)ei«. f{x) = ax^(\ -f J^^ + J?^ + . A ift bei \ixw 

\ X x^ J 

reid^enb großem x burd^ a^a;^, ber SBinfel bon f(x) burd^ ben SBinfet 
üon a^x'^ auöbrüdtbar mit einem beliebig Meinen gel^ler, fo ba^ bie 
t)on ON befd^riebenen SBinlel nmal foDiel betragen als bie öon GM 
befd^riebenen. Sffienn M einen l^inreid^enb großen Ärei§, beffen Sentrum 
O ift, einmal burd^läuft, fo befd^reibt ON ben SBinfel 2nn, Sltfo enthält 
bie gläd^e be« Don M burd^ilaufenen ^eife« n aßurjetn ber ®(eid^ung 
nx) = 0. 

S)tcfer f^unbamcntalfatj ber atgcbraifd^en 2lna(i?p«r t»el(^en man früher au§ 
Befonbeten gättcn crlonnt ^attc, tft ton 2)*2tIeniBert , (Suter, gai^range 5U 
betocifcn ijcrfud^t toorbcn. Mem. de Berlin 1746 p. 182, 1749 p. 223, 1772 p. 222. 
S)en crflcn ©ctoct« nebjl einer umfaffenben (Sritif ber friH^crn SScrfuc^e ^at (§><^vi% 

*) Sauci^i) hai btefen @a% 1831 ber Muriner Slcabemie, 1837 in bem J. de 
TEcole polyt. Cah. 25 p. 176 mttgetl^eilt. Snj^toifd^en ^at ©tnrm 1836 benfclben 
@at5 einfad^er betotefen Lionv. J. 1 p. 290. SBergl. bie SBetüetfe ison @ turnt unb 
^toubiUe Liouv. J. 1 p. 278, ÜJioigno Liouv. J. 5 p. 75, @erret Algebre 
snper. I p. 117. 3" tücttercr SBcretnfo(ä(>ung beö ^etoeifeS ^aben SBeicrftrag' 
55orIefungen beigetragen. 
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gegeben: Demonstratio nova theorematis, omnem fanctionem etö. Helmstädt 
1799. 3iüei anbete «ctocife "fyai ©auß 1815 unb 1816 im 3ten «anbe ber ®öt* 
ttnger (ömmentationen, unb eine neue ©eatBcitung be« xuerjl erioäl^nten ©etoetfe« 
1849 im 4ten 53anbe ber ®8tt. ^b^anbrungen mttgetl^etft (5®erfc ©b. 3). ma^fhm 
Segenbre (Theorie des nombres §. 119) bie fucceffibc SKinberung öon f(x) gejetgt 
batte, grünbete (Sauci^i; 1821 feinen erjlen Setoei« auf bie SSorauöfcjfeung , baß für 
ben SWobul ton /"(a;) ein 3Rinimum e^jlirt, inbem er geigte, baß biefe« SKinimum 
toon ^uü nid^t Derfd^ieben ift (Anal, alg^br. c. X SSerjl @turm a. a. O. nnb 
in Choquet et Mayer Algebre §. 378), unb feinen jtoetten ©etoei« auf ben ijon 
i^m aufgehellten Se^aft (HI). 

!«♦ SBcnn /(< + iu) ^ t + iü Ift, fo entl&ält r nur gerabc, 
t7 nur ungerabc ^otenjen öon «, alfo jinb T unb üiu ganje gunc^ 
tionen üon « unb u^. 

JDie nic^t rcatcn SBurjetn ber (Stcid^ung f{x) = gctolnnt man 
au« bcnjcniflen äuflöfungen bc« ©Aftern« r == 0, C7 : t* = für bie 
Unbelannten i, w«^ njeld^c au« einem i)pfitlt)en SBerti^ u^ unb bem 
entfpreci&enbcn (realen) ffiertl^ t beftel&n. 9Kan !ann fid^ benfelben burd^ 
eine ber Sfietuton'fc^en (§. 8, 5) analoge SKet^obe annähern. 

@in Srei«, außerl&atb beffen ^uncte tjon SQSurjetn einer gegebenen 
©leici^ung nid^t liegen, ift bon ®(iVi% 1849 angejeigt toorben. SBenn 

toenn bon x, A, B, ,. bie 3Kobutn burd^ r, a, b, .. unb bie SBinlet 
burd^ Q, a, ß, .. bcjeid^net tperben, fo ift 

^ -ji cos I « 1 cos , x^«_2 CCS , 

ü sin ^ ' sm ^* ' sin ^* ' 

Qi = « + (n — 1)q, p3 = /5 + (n — 2)q, . . 
aBeil cos 2«^ + sin^n^ = 1, fo beträgt unter ben SBertl^en cosji^, 

— cosn^, sinn^, — sinwp einer uic^t toeniger atö y^. SBenn nun 
cos Tip. > Vif fo W i^ ^ b. u 

r'^Ccosnp — Yi) + «^"""Hl + cosp^) + 5r»-2(l + cospg) + .. 

bie erfte 3eile lauter ^jofitiüc ©lieber. 3)ie jtoeite 3eile ift Bei r = 
negativ, bei r = oo ^jofitiü, folglid^ bei r = JS null; nid^t bei mel^^« 
rem r, tocil e« in ber 3eite nur einen SBed&fel giebt (13). SBenn alfo 
r > 22, fo ift r l)ofitiD, T + iU niäft null. Sbenfo pnbct man bei 
r > E unter ben 35orau«fefeungen 

— cosnp ^ Y-k sin np^ -y^^ — sinnp > Yi 

— T, ü, —ü po\m, folglid^ U. f. U>. 

17« Unter ber 95orau«fe|ung; bag y bie nit ffiurjel üon x, unb 
ß eine eigentliche «te SBurjel t)on 1 (2111g. Slrit^m. §. 18, 9) bebeutet, 
ift bie ganje Function f(y) eine nbeutige irrationale Function üon x, 
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bereu coniugtrte (bemfetten x entfpred^enbe) SBertl^e burd^ f(yß)i 
fiyß^\ • w f(yß^) au^flcbrficft tocrbeti. 

aSenn n eine ^rimja^t 1% fo finb aud& ß^ , ß^, , . elgentliei^e »te 
SBurjetn bon l, mib ntan flnbet aM bcn gegebenen Slu^brüden ber 
irrationolen gnnctlon bon x bei aScttaufd^ung bon ß mit ß^, ß^, .. 
btefelben ccniugirtctt ©ertl^e in anbetet 9ieil^enfotge. ÜDa« ^robnct bcr 
ccnittgitten SSettl^e enthalt bemnad^ ß nic^t unb t)on y nnt ^otengen, 
beten (gjcponenten bnt^ n tfftitbax finb; e« ift eine ganje gunction 
bon y» b. t. t)on a?, toefd&e bie 3*1 otm ber irtationaten gunction bon 
X Reifet unb btttd^ N/(y) bejeid^net toitb («ög. «tit^m. §. 16, 7). 3n 
bet Zfiat, toenn ba« ^robuct bntc^ A^ -{- A^ß + A^ß^ + . . au«* 
gcbtüÄt toitb, »obei A^, A^, .. bon /5 uid^t ab^ngcn, fo toitb ed anäf 
bntd^ Aq + A^ß^ + A^ß^ + ,. ott^gebtüdt, u. f. Xo. ©ntd^ abbition 
aütet biefet äln^brfide etgiebt fid^ bet Stn^btud be$ nfad^en ^tobnctö 
nA^, in »ettad&t bag /^^ + (j8k)2 4. . . + (/jk)» = o (4). Unb loetm 
ba« ?tobnct butd^ Bq -{- B^y + ß^t/^ + .. au^gebtüdt loitb, loobei 
^0/ ^1/ •• fl^W gnnctionen bon y"" finb, fo toitb e« auc^ bnrd^ 
^0 + ^i^ß + -02^^/5^ + • • an^gebtücft, n. f. \x>,, atfo anäf bntd^ j5o. 

©enn bie 5Rotm bon /(y) butc^ (p(x) bejeid^net toitb, fo pnb bie 
äButjeln bet ©teid^ung g?(a?) = bie nten ^otenjcn bet äButjeln bet 
®Ieid(^ung f(y) = 0. Slm leid^teften finbet man an^ bet ©leid^ung 

bie ©teid^ung 

beten ©ntjeln bie Qn ab täte bet SButjeln bon f(x) = finb. SRan 
bitbet f^{x), Ittbem man f(x) mit /(— a?) obet mit —/(—») mut 
tit)licitt unb x^ butd^ a? etfefet, fo baß *m = «m^ 

ftm-l = — flm-1* + 2flfmÖfm-2 

ftm-3 «=■ + öhn.2^ — 2ain-l «m-S + 2amflm-4 

^m-a =* — öm-3^ + 2ain-2Öm-4 — 2am-XÖfm-6 + 2amam-6 

u. f. to. «u« /iCa;) finbet man bntd^ baffetbe SSctfal^ten /^(x), fo 
bag bie SButjctn bon /a(a?) = bie Quabtate bet SButjeln bon 
/^(x) «r 0, mttl^itt bie Söiqnabtate bet SButjeln bon /(a?) = gleid^ 
finb. U. f. to. 

eine abgeleitete ®(eid^ung, beten SButjeln l^inteid^enb l^ol^c ^otenjen 
bet SButjetn bet gegebenen ©teic^ung finb, bient jut ©eftimmung bet 
ajiobuln biefet aButjetn, juetft bet gtögten, bann bet näd^ftKeinetn, 
u. f. to. nad^ einet botifiglid^en SKet^obc, bie bon ©täffe (Sluflöfung 
bet f)i^txn nnmetifd&en ©leic^ungen, ^Mä) 1837) etfunben unb bon 
(^ndt (3lftton. 3a^tb. 1841 obet (Steüe'^ 3. 22 p. 193) »eitet au«^ 
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gefallt »orbcn ip. SJcrgt !Dan. SBerncuIti de seriebns recurr. 1730, 
Comm. Petrop. t. 3. Slügct maÜ). fBM. 4 p. 341 ff. 3acpbi 
ercttc 3. 13 p. 349. 

18* I. eine ganjc gunction ber ntcn SBurjcl t)en a? ^at n ©fieber, 
toeld^e bte Otc, Itc, . . (n— l)te ^otcnj bcr ©urjel cntl^altcn. ©c* 
geid^net man eine eigentlid^e nte SBurjet bon 1 burc^ ß, unb burd^ 

einen SBertl^ ber gunction, fo finb bte conjnflitten SBcrtl^c f(ß), . ., /(/?") 
bte SBnrjeln einer beftimmtcn ®(etd^nng «ten ®rabe«, bercn Soefflcienten 
rationale gnnctlonen bon x finb, toeil fie bei ber SJertanfd^nng bon ß 
mit /ja, .. unDeränbert MeiBen, mitl^in nnr fold&c ^otenjen ber nizn 
9Bur}e( bon x entl^alten, beren @^))onenten burd^ n t^etfbar finb. SDtan 
flnbet blefe ©leid^ung für bic Unbelonnte w, inbem man avi^ ben Soef* 
ficienten ber Slnöbrücfe f{ß) — u, ßf(ß) — ßu, ßViß) — ß^^, . • b. i. 

a^-u + a^ß + a^ß^ + . * + «n-i^'' 

«n-l + K - «')i3 + «liS^ + . . + «n-2^"' 

V2 + «n-l^ + K - «)^' + . . + V3^'' 

u. f. tp. bte Determinante nten ®rabe« bifbet (SlOg. ärit^m. §. 26) 



xW = 






1 
u 



SBenn man jn ben gfementen ber erften Sotonne bie mxi ß, ß^ , .. 
mnltt^jficirten Stemente ber 2ten, 3ten, . • Solonne abbtrt, fo bleibt bie 
Determinante bed ©^ftemd nnberönbert. Sitte gtementc ber tranöfot*« 
mirten erften e^tonne t)erfd^tpinben, menn u einen ber coningirten SBert^e 
/(ft; f{ß^), . . er^äa. aifo l&at bie ®(eid&nng %{u) = bie äönraeln 
/(ft, f{ß^), . v /03"). 3n ber X^at entpt bie Determinante i{u) 
nnr folcj^e (Stieber, bei benen bie ©nmme ber 3nbice« bnrd^ n t^eit^ 
bar ift. 

3n %{u) l^at uP^ ben Soefpdenten (—1/, mib toenn man %(0) 
bnrd^ biefen Soefficienten bibibirt, fo erl^äft man ba^ mit (— 1)^ mnt» 
ti»>(icirte ^robnct ber SBnrietn öon x(«) = (4). älfo ift x(0) bic 
9?orm ber irrationalen gormel f{ß). 



L*_ 
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] 



U. ©enn jS» 


= l, fo l^at oo + a,/? + a2/J« feie 5ftorra 


a^ «j «2 

«2 «0 «1 
«j «2 OO 





©enn |S* = 1, fo l^at «o + «i^ + «s/S* + as/S' We Storttt 
= a^* — 4ao«aia3 + Aa^aia^» — 03* 
— 2ao»«»* + 2ai>as» 
+ 4a(, 01*02 ~ 40402*03 

.... -«1« +«1* 

12 9 8 

72 _ 72 72 _ 

i)on a + hVx^ + cVT® + dVcc ® t^citbar. »crgt. aKcicr $irfd^ 
Slufg. au6 ber ^B^eorie bcr algebraifd^en ©(eid^ungcn 1809 §. 96 ff. 

IL 9Benn u eine gunction mel^rerer SBurjetn ift, fo bitbc man 
juerft bic 3loxm berfetbcn in SSejug öuf eine ber SBurjctn, toeld^e eine 
gnnction bcr übrigen aBnrjetn ift, n. f. to. 5Dic ^Rorm bon u ift ba^ 
^robnct aller conjugirten SBertl^e bon u. 

5Die gormel Vp + V9l + V^ W V^ conjugirte SBertl^e, beren 
^robnct eine ganje gnnction p, q, r ift. 

n n n 

35ie gormet "/jp + V^s' + V^r + . . l^at nnn . . coningirte SBertl^e, 
beren ?ßrobuct bie nte ^ßotenj einer ganjen gnnction bon ;?, 5, r . ., 
ber Storni ber gegebenen ^Jormet ift. SBenn man einen SBertl^ üon 

n n 

■/gf + y^r + . . bnrd^ y^ unb eine eigenttid^e nie SBurjet bon 1 bnrdj 
/? bejeid^net, fo finb yj^/J, y,^/32, . ., y^^-^ anbre SBert^e berfetben 
iJormeL Sejeid^net man einen SBertl^ ber wten SBurjet bon ^ burd^ %, 

n n 

fo ift bie 9iorm bon a: + -/gr + -/r + . . ba« 5ßrobuct 
{X + y^i^) (^ + Vi^^) (^ + y2|5^) . . . 

eine ganje fSnnction nid^t-nur bon g', r, . ., fonbern ^ViAi bon (^ b. 
bon Pf toeil nac^ (4) 

Diefe 5Rormen finb bon aKöbin« ereüe'« 3. 3 p. 17 unb görft 
mann SreUe'« 3. 8 p. 317, 14 p. 236 nä^er betrad(|tet toorben. 
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S)te $(ufgaBe, ava einer (^leiii^nng^ in ber inationate fjunctionen ber UnBe« 
fannten Dorfommen, eine ©leiii^und )oon bemfelben Umfang mit rationalen ©liebem 
abzuleiten, ifl öon germat ben SWatl^ematifcm feiner 3eit loorgeUgt »orben (Cartesii 
epist. Tom. 3 p. 304). 2)e«carte8 l^at a. a. O. einen ^uf((ifuna«t)erfud^ t>on 
jtoeifel^aftem Sertl^ angebeutet, ^nxö) 9tebuction bed Problem« auf bie ^(uftdfung 
eines ^i^ßemd t>on nid^t linearen ©(eic^ungen l^at germat (Opp. p. 60) bie SBd« 
barfeit ber Slufgabe angegcigt, ebenfo 91 e» ton (Arithm. nniv. p. 64 ed. Lugd.). 
^ag bad $robuct aller conjugirten Sertl^e einer irrationalen ^ormel rational ifi, 
»urbe juer^ i)on iSutcr (M6m. deBerl. 1748 p. 234, fotoie in emerfl)Stem Hbl^nb*' 
tung 1764 Not. Comm. Petrop. 9 p. 70) betoiefen. 2)urd^ bie bon (SnUr ange« 
toanbten SWittel i)Qi Lambert 1770 (©eitrfige n* p. 202) bie Slufaobe geWjl: au« 
einer gegebenen ©(eid^ung bieienige ©(eic^ung abzuleiten , bereu SSur^eln bte nten 

totengen ber Sßurjcin ber gegebenen ©lei^ung finb. SJergl. aWeier ©irf^ a. c.O. 
id^önemann iSrelle'« 3. 19 p. 234. 

19. I. SBcnn g{x) = b^ + \x + . . + b^x^ ift unb bie 
©Icid^ung g{x) ^ bie SButicIn ß^, ß^, . ., ß^ \}at, beten eine burc^ 
ß bejeic^net toirb, fo ift bte nbeutige algebralfc^c ijunctlon 

eine SButjel einer beftimmten ©teid&ung nten ®rabe«, beten Soefficlenten 
ganje gunctionen bet ßoeffldenten a unb b finb ♦). Um btefe ©leid^ung 
füt bte Unbelannte u aufjufteßen, 6Hbe man au« ben Soefflclenten ber 
n Functionen bon /3 

m - u, ßfiß) - ßu, . ., ß^'ifiß) - ß^'^u, b. i. 

Oq — u + aj + . . 

* («0 - ^)ß + ^iß^ + . . 

(«0 — t*)/J» + a,ß^ + . . 
u. f. ti)., unb an^ ben eoefflcienten bet m gunctionen 
9(ß)r ß9(ß), .., ß^'^giß), b. i. 
*o + *i/3 + . . 
* hß + hß^ + . . 

hß^ + b,ß^ + . . 
u. f. ti)., bie Detctminante (n + m)ten ®tabe« 



tp(u) = 



«0 M 



oft — M 



SBenn man jn ben ©(ementen ber etften Solonne bie mit /3, jS», .. 
muttipticitten eicmente bet 2ten, 3ten, . . Sotonne abbirt, fo bleibt bie 

*) »ergl. be« Serf. 3)cterminanten §. 11. 
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Determinante bc« ®^tem« unberänbert^ Slöe etemente ber tranöfor^ 
mitten erften gotonne berfd^toinben unter ben gemad^ten 33oraugfe|un^ 
gen, »enn u einen ber coniugirten SBertl^e f(ßi), /(1S2), .., f(ßn) 
erptt. Demnad^ fmb f(ßi), . ., f(ßn) bie SBurjeln ber ©teid^ung 
q>{u) r= 0. 

II. 3n (p(u) l^at u"» ben Soeffirienten (—!)"&/', unb loenn man 
g)(0) bnrtä^ biefen ßoefflcienten bibibirt, fo flnbet man baö mit (— 1)° 
muttij)licirte ^robuct ber SEBurjeln bon ^(m) = (4). 2ltfo ift 

®e|t man f{x) = a^(x — a^) . . (x — a^), fo finbet man 



3Jun ift ^,,(15, _ o:) . . 05^ - op) = (- irgixl fofgad^ 

inbem man burd^ D{,.\,.) baß^ßrobuct ber mn 3)ifferenien bejeid^net, 
toetd^e burd^ ©ubtractton aßer « bon aßen ß entftel^n. 

III. ®a« ^robnct ber conjugirten SBertl^e f(ß^) . . f(ßj mit 
b^"^, ober ber conjugirten SBcrtl^e g(a^) .. ^(«J mit (— l)™"a^°, 
ober aüer 2)ifferenjen ß — a mit a^'' ^" ift (p{ö), eine i^omogene 
ganje Function ber Soefficienten a i)on n ©imenfionen unb ber Soef^ 
ficienten b tjon w 2)imenfionen , unb l^eißt bie SRefuItante ber gunc* 
tionen f(pc) unb g{x) in SSejug auf bie SSariabtc x*). 



aaSenn j. 33. bie Soef Pcienten a^, a^ 



«i^^ ^^ Vi. 



1-2^ 



i^omogene ganje Functionen ber SSariabten y, z üon 0, 1, 2, 



©imenfionen finb, toenn bemnad^ f{x) unb ^(a?) l^omogenc ganje gunc^ 
tionen ber SSariabten x, y, z finb, jene bon m !Dimenfionen, biefe t)on 
n ©imenfionen, fo ift il^re SRefuttante 9(0) eine l^omogene ganje gunc^ 
tiott ber SSariablen y, z bon ww SDlmenftonen. 5Denn bei ber SSertau- 
fd^ung bon y unb z mit yt unb x:« gelten 

ber 9?ei^e nad^ über in 

«m^ «m-l^ «m.2^^ • V ^^f K-\^ I ^2^^ * • 



*) Suicr Mein, de Berlin 1748 p. 234. Sergt. ©afmon higher plan 
curves p. 295. 
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§. 10. Scl^rffiftc J)on ben algcBraifd^en gutictioncti. 303 

(§. 2, 10). !Dabei gelten «j, a^, .., ft, ß^, .. ber SRcil^e nad^ über in 

(4, tjcrgt §. 7, 1); folgtid^ erhält baö ?ßrobuct aüer mn ©iffcrcnjcn 
^ — a ben a)tuUit)Hcator P>^, b. 1^. g)(0) gcl^t in v^<piO) über, bic 
©(etd^ung g)(0) = ift für bie Unbelanntc y : z bom mnten ®rab. 

3Bcnn bie 9?efuttante q> (0) öcrfd^toinbct, fo bcrfd^toinbet menigften^ 
eine unter ben ©ifferenjen jS — a, unb bie bei bemfetben SBertl^ öon 
ar t)erfd^ti)inbenben Functionen /(o?) unb g(x) l^aben einen gemeinfd^aft«' 
(id^en ©iüifor h(x), beffen Soefpcienten jufolge be^ ©Aftern« f{x) = 0, 
xf{x) = 0, . . , g{x) = 0, xgix) = 0, . . ganje Functionen ber 
Soefficienten a unb l finb. siad^bem man aße SBertl^e t)on y bered^nct 
^aXf bei toeld^en 9(0) nuö ift, finbet man au« ber ©teid^ung Ä(a:) = 
bie entft)red(ienben SBertl^e bon x, toeld^e jufammcn bem Softem fix) = 0, 
^(a;) = genügen. SBergL §. 6, 9. 
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Ceipjtg, 

IDrudt ^on ^ttnbeTtfhtTtb & ^eS. 
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